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SUMMARY

This work can be divided into two parts. In the first part a multi-band scattering
formalism in the framework of empirical tight-binding is employed to calcula-
te ballistic tunneling currents and to study systematically the current voltage
characteristics of metal/insulator based resonant tunneling diodes. It is predic-
ted that ultra-thin metal(CoSi,) /insulator(CaF,) heterostructures on (111)-silicon
substrates are excellent candidates for room temperature quantum effect devices.
The results are in good agreement with experimental data. The physical origin
of the distinct current resonances is explained in detail and the robustness of the
resonance characteristics with regard to layer thickness variations and substrate
orientations is predicted. The same theoretical method is used to model ballistic
electron emission microscopy.

In the second part optical and electronic properties of bulk semiconductors
in ultra-high magnetic fields are presented and discussed. The magnetic band-
structure is calculated in a semi-empirical tight-binding model with the Peierls-
Phase. For this Peierls original construction is extended to non-primitive crystals
and the involved errors are estimated. Furthermore, the magnetic point and trans-
lation groups in a zincblende crystal are discussed. For comparison with experi-
mental data, the transverse dielectric function for finite magnetic fields is derived
within the tight-binding framework. The resulting absorption spectra of GaAs and
GaSb agree very well with experimental data up to several hundred Tesla. In ap-
plying this theory to the Hofstadter system and its three-dimensional extension,
it is predicted that the Hofstadter-Butterfly is visible in the optical absorption
spectrum. Furthermore it is predicted that the conduction band and absorption
spectrum of GaAs becomes chaotic above 1500 T.
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EINLEITUNG

Seit den Anfidngen der Festkorperphysik waren elektrische und magnetische Felder
elementare Werkzeuge zur Untersuchung elektronischer Struktur-Eigenschaften
der Festkorper. Um Experimente mit zuverlédssigen Vorhersagen anzuregen und fiir
das Verstidndnis der oftmals komplexen experimentellen Resultate ist ein addqua-
tes elektronisches Strukturmodell unumginglich. Die in dieser Arbeit eingesetzte
empirische Tight-Binding (TB) Methode ist hier die ideale Ausgangsbasis: Erstens
erlaubt sie durch ihre nummerische Effizienz realistische Bandstrukturen auch von
grofleren Systemen wie Heterostrukturen oder magnetischen Einheitszellen zu be-
rechnen. Zweitens erleichtert ihre physikalische Transparenz die Interpretation der
Ergebnisse signifikant.

Im ersten Teil dient das Tight-Binding Modell als Grundlage der streutheore-
tischen Beschreibung des elektrischen Transports. Untersucht werden zum einen
resonante Tunnelstrukturen auf Metall (CoSip) / Isolator (CaF,) Basis. Diese
Quanten-Schalter sind kommerziell wie wissenschaftlich von groflem Interesse: We-
gen der rapide voranschreitenden Miniaturisierung der Halbleiter-Bauelemente ist
abzusehen, dass in etwa zehn bis 15 Jahren ein Regime erreicht wird, in dem
die seit Beginn der industriellen Halbleiter-Fertigung genutzten MOS-Strukturen
nicht weiter verkleinert werden koénnen, da Quanteneffekte und statistisch ver-
streute Dotier-Atome zu Fluktuationen in den Bauelement-Charakteristika fiihren.
Um diese Grenze zu iiberwinden miissen Quanteneffekte zumindest beriicksichtigt,
am besten aber ausgenutzt werden.

Die untersuchten Strukturen basieren auf wenige Atomlagen dicke Metall / Iso-
lator-Schichten, welche auf eine Siliziumoberfliche aufgewachsen werden. Durch
Kontaktieren der einzelnen Schichten lassen sich Tunnel-Dioden, -Transistoren
und sogar NAND-Gatter realisieren. Die auflergewthnlich hohen Leitungsband-
Offsets der CaFy-Barrieren in Verbindung mit den extrem diinnen Quantenfilmen
lassen den kohérenten elektrischen Transport selbst noch bei Raumtemperatur
dominieren, was zu Schaltzeiten im Terrahertz-Bereich fiihren sollte. Zusammen
mit der mdglichen hohen Integrationsdichte besitzen sie das Potenzial als Prototyp
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neuartiger Quanten-Bauelemente fiir hochintegrierte logische Gatter zu dienen.

Wie sich herausstellt, ist eine realistische Beschreibung der CoSiy-Bandstruktur
unerlésslich fiir das Versténdnis der Strom-Spannungs-Charakteristiken, da der
Resonanzpfad der Tunneldioden unerwartet komplex und von den stark lokali-
sierten Co-d-Orbitalen dominiert ist.

Mit einer kleinen Modifikation kann das Streumodell auch dazu verwendet wer-
den, ballistische-Elektronen-Emissions-Mikroskopie (BEEM) zu beschreiben. Von
besonderem Interesse ist hier der Einfluss von Grenzflichen-Zustdnden an den
Kontaktstellen stark unterschiedlicher Materialien wie Au/GaAs auf die trans-
mittierten Elektronen. Hier zeigt sich, dass letztere zu Fokussierungs-Effekten im
k-Raum fiihren kénnen.

Der zweite Teil dieser Arbeit untersucht die Auswirkungen von Megagauf3-Mag-
netfeldern auf die elektronischen und optischen Eigenschaften von Volumen-Halb-
leitern. Unter beachtlichem experimentellen Aufwand lassen sich mittlerweile ge-
pulste Felder von bis zu 2800 Tesla erzeugen, was allerdings mit der Zerstérung der
Probe einhergeht. Das rasche An- und Abschwellen des Magnetfeldes fiihrt unver-
meidlich zu hohen Induktions-Spannungen in den Messleitungen, was Experimente
zum elektrischen Transport stark erschwert. Informationen iiber die elektronische
Struktur der Probe lassen sich daher nur auf optischen Wege gewinnen.

Die Peierls-Phase erlaubt es Magnetfelder nichtperturbativ in das Tight-Binding
Modell zu integrieren. Nicht beriicksichtigt werden jedoch Modifikationen der
einzelnen Orbitale sowie der Koppelungen durch das Magnetfeld. Dennoch er-
laubt diese Methode die semi-quantitative Berechnung von Magnetobandstruk-
turen iiber 1000 T hinaus. Um einen Vergleich mit experimentellen Daten zu
ermoglichen wird die lineare Response-Theorie im Tight-Binding Formalismus
auf Festkorper im Magnetfeld erweitert und zudem die im Magnetfeld verbleiben-
den Symmetrie-Operationen herausgearbeitet. Die berechnete Absorption stimmt
bis hinauf zu 700 T gut mit Experimenten iiberein. Zudem werden Vorhersa-
gen gemacht, ob und in welchem Regime, Spuren des beriihmten Hofstadter-
Schmetterlings optisch in Volumen-Halbleitern gefunden werden konnen.



KAPITEL 1

EMPIRISCHES TIGHT-BINDING

Fiir die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen beziiglich des elektrischen
und optischen Responses, ist ein addquates Modell fiir die elektronische Struktur
von grofler Bedeutung. Die vorliegenden Problemstellungen legen die Wahl der em-
pirischen Tight-Binding Methode nahe, weil deren physikalische Transparenz die
korrekte Interpretation der nummerischen Resultate vereinfacht. Dariiberhinaus
erleichtert die Reduktion der Basis auf wenige, lokalisierte Atom-Orbitale mit fe-
ster Symmetrie die Interpretation der Wellenfunktionen und hilft die involvierten
Effekte zu verstehen. Zudem reduziert sich der nummerische Aufwand gegeniiber
ab-initio Rechnungen substanziell, ohne dabei die Bandstruktur signifikant zu mo-
difizieren, wie dies z.B. in k - p-Methoden der Fall ist.

In diesem Kapitel soll das elektronische ,Fundament* der gesamten Arbeit kurz
skizziert werden. Fiir eine eingehendere Behandlung des empirischen Tight-Bind-
ing Modells sei auf Ref. [1] verwiesen.

1.1. Empirisches Tight-Binding des ungestorten Kristalls

Ausgangspunkt im empirischen Tight-Binding ist ein kleiner Satz quasi-atomarer
Orbitale |1, o). Dabei ist I (L, A) ein Positionsindex, der sowohl die Einheitszelle
L als auch das Basisatom A bestimmt. Eine 0 statt I bezeichnet ein am Ursprung
lokalisiertes Orbital. Im Magnetfeld bilden viele konventionelle Einheitszellen eine
so genannte magnetische Einheitszelle (MEZ). Die einzelnen Einheitszellen inner-
halb der MEZ werden mit einem zusétzlichen Index m versehen, der in den Positi-
onsindex I (L, m, \) integriert wird. Im Magnetfeld spezifiziert L die magnetische
Einheitszelle.
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Der zweite Multi-Index « (A, 3, s) definiert die lokale Symmetrie 3 € {s, ps, py, Pz,
dyy, ...} sowie den Spin s € {1, ]} der Wellenfunktion. Um ein unnéstiges Aufblédhen
der Gleichungen mit Indizes zu vermeiden wurde auch in « der Basisatom-Index A
aufgenommen. Bei Summen iiber / und « wird aber nur einmal {iber alle Basisato-
me summiert. Der Spin-Index deutet an, dass die Orbitale |I, « (A, (3, s)) Spinoren
mit definiertem o, Eigenwert sind, also z.B.

raoss=m= (37, (L

Wie Lowdin [2] zeigen konnte ist es moglich, diese quasi-atomaren Orbitale zuein-
ander und zu verschiedenen Gitterplidtzen (R;) zu orthogonalisieren, ohne dabei
die Symmetrie-Eigenschaften zu zerstoren:

<]7 Oé|],, O/> = <07 «Q ()\7 ﬁa 8) ‘T7R1+R1/

0, Oél ()\I, ﬁl, 8,)> = 5L,L’(5)\,)J (Sg,ﬂ/ (55,5/ (1.2)

Mit R; wurde die Summe aus Gittervektor R; und Basisvektor 7, bezeichnet.
Aus den quasi-atomaren Orbitalen konstruiert man durch Superposition Eigen-
funktionen des Hamilton-Operators H und des Translations-Operators Tg. Die
neuen Quantenzahlen dieser Blochfunktionen sind der Wellenvektor k und der
Bandindex n:

110 = 3 Con () 0.K) = 3 Con (B) = ™ L) (19

In der Normierung des Zustands taucht wie iiblich die Zahl N der Einheitszel-
len im Kristall auf. Die Entwicklungs-Koeffizienten der Blochfunktionen C,, (k)
erhélt man durch Losen der zugehorigen Sékulargleichung H |n, k) = E, (k) |n, k).
Der effektive Einteilchen-Hamilton-Operator H = T + Vg setzt sich aus einem
kinetischen Term T und einem effektiven Potenzial Ve zusammen, in das soweit
wie moglich alle Vielteilchen-Effekte absorbiert wurden.

Die Besonderheit des empirischen Tight-Binding ist, dass weder Veg noch die
Orbital-Wellenfunktionen |I, o) bekannt sind. Einzig die Hamilton-Matrizelemen-
te zwischen zwei Orbitalen

(I,a|H|I,a) = €q, (1.4)
<I7a |H|],70/> - tla,[’a’ (RI’_RI) (15)
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sind die Parameter des Systems [3]. Sie werden also nicht aus Fundamental-
konstanten berechnet, sondern durch Anpassen der Bandstruktur entlang von
Hochsymmetrie-Linien an ab-initio Rechnungen und Messgréflen bestimmt. Be-
kannte Schwichen der einzelner Methoden werden somit eliminiert und ihre Stér-
ken in diesem empirischen Modell kombiniert. So kann z.B. die Dispersion der
Bénder einer Pseudopotenzial-Rechnung und die Bandliicke Absorptions-Experi-
menten entsprechen. Wichtig ist dabei lediglich, dass die Parameter in einen physi-
kalisch sinnvollen Bereich fallen, d.h. die Orbital-Energien sollten den chemischen
Trends folgen und in der Nihe des jeweiligen isolierten Atoms liegen. Wird dies
nicht beachtet konnen abgeleitete Groflen, wie das Impuls-Matrixelement, Arte-
fakte aufweisen.

Die Gleichungen (1.4,1.5) lassen bei einer hinreichend groflen Zahl von Orbitalen
prinzipiell beliebig genaue Losungen zu. Aus Effizienzgriinden werden jedoch eine
Reihe von Vereinfachungen vorgenommen:

e Durch Reduktion der verwendeten Zustéinde auf eine kleine Basis (4-20
Zusténde pro Atom) kann der nummerische Aufwand drastisch reduziert
werden ohne dafiir starke Abweichungen im relevanten Energiebereich in
Kauf nehmen zu miissen. Dabei wird fiir die oberen Valenzbdnder und fiir
die niedrigsten Leitungsbédnder jeweils nur ein Zustand in die Basis aufge-
nommen [4]. Realistische Bandstrukturen erhélt man folglich auch nur in
einem Intervall um die Fermikante.

e Gl (1.5) lidsst zwar Koppelungen zwischen beliebig weit entfernten Ato-
men zu, jedoch werden diese bei lokalisierten Orbitalen rasch klein. Fiir
die meisten Verbindungen kann man sich sogar auf die Koppelungen zu den
ndchsten Nachbarn beschranken, was die Anzahl der freien Parameter und
die Willkiir in ihrer Wahl deutlich einschrinkt. Zudem wird das Anschlieflen
zweier Kristalle an Hetero-Grenzflichen entscheidend vereinfacht.

e Uber das effektive Potenzial enthalten die Hamilton-Matrixelemente in Gl.
(1.5) Drei- und Vier-Zentren-Terme, die jedoch vom Betrag her kleiner sind
als diejenigen zu einem oder zwei Gitterplidtzen. Vernachldssigt man Erste-
re, bekommt V.g den Charakter eines zweiatomigen Molekiils. Das Potenzial
besitzt dann die Form einer Doppelmulde an den beteiligten Atomen. Durch
Bildung geeigneter Linear-Kombinationen der Orbitale erhalten die Wellen-
funktionen einen definierten Drehimpuls entlang der Kernachse. (o-, 7- und
d-Bindungen)
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1.1.1. Spin-Bahn-Koppelung

Enthéilt eine Verbindung schwere Atome oder wirken externe Magnetfelder, ist die
Beriicksichtigung relativistischer Effekte, insbesondere der Spin-Bahn Koppelung,
unerlésslich. Letztere kann ndherungsweise durch den Storterm

h
HSOZWVVXP'O' (16)
beschrieben werden [5]. Mit m, ¢ und o wurde dabei die Elektronenmasse, die
Lichtgeschwindigkeit bzw. die Pauli-Spinmatrix bezeichnet!. Fiir ein radialsymme-
trisches Potenzial V' (r) kann der Spin-Bahn Koppelungsterm als Vektor-Produkt
zwischen dem Bahndrehimpuls L und dem Spin S = %U geschrieben werden:

1 dV(r)
Hso = ——
5T om2err dr
Um spinabhiingige Korrekturen in das Tight-Binding Schemata einzubinden, [6]
miissen die Matrixelemente von Hgo

<I,aT hdv(r) 0,\:,a'> (1.8)

dAm2etr  dr
in die Hamilton-Matrix aufgenommen werden. Letztere koppeln die beiden Spi-
norrdume s € {1, ]} miteinander. Aufgrund der Lokalisierung kann man sich auf
Beitrdge zum gleichen Atom beschrinken und die Matrixelemente der d-Orbitale
vernachléssigen. Die von Null verschiedenen Beitrige sind dann Matrixelemente
zwischen p-Orbitalen von der Form:

LS (1.7)

L-o

1
<Iap$aT |HSO| Iapzai> = gA/\ (19)

1
(L, pz; T [Hsol I, py, ) = 2§A>\ (1.10)

wobei %AA der Spin-Orbit Koppelungs-Parameter des Atoms A ist.

1.1.2. Parametersitze

Die Qualitit der Bandstrukturen héingt allein von dem verwendeten Modell und
den Parametersiitzen ab. Fiir alle Halbleiter wurden daher die sp3d®s*-Parameter-
sitze von Jancu et al. [7] verwendet. Sie zeichnen sich vor allem dadurch aus,

1Zur Nomenklatur sieche auch Anhang D
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dass die energetische Lage der Leitungsband-Seitentéler sowie alle effektiven Mas-
sen und g-Faktoren gut mit experimentellen Daten sowie ab-initio Rechnungen
iibereinstimmen. Entscheidend sind diese Kenngrofien fiir den Transport und das
Band-Mischen bei hohen Magnetfeldern.

Fiir die Metalle Au und CoSi, wurden die in Ref. [8] bzw. Ref. [9] angegebenen
Parameter verwendet, wihrend fiir die Isolatoren CaFy und CdF; die in Ref. [10]
abgeleiteten sp®s*- bzw. ss*-Parameter eingesetzt wurden.

1.2. Inkorporation von Stérungen und Felder

Die Volumen-Eigenschaften der Kristalle im Gleichgewicht sind in dieser Arbeit
lediglich die Ausgangsbasis zur Beschreibung externer Stérungen des Gitters. In
welcher Weise Storungen in den Tight-Binding Formalismus integriert werden
konnen, wird in dem folgenden Abschnitt kurz skizziert.

1.2.1. Grenzflichen

Die Tight-Binding Methode beschreibt den Kristall auf atomistischer Ebene und
benotigt daher fiir die korrekte Inkorporation von Grenzflichen neben Informatio-
nen iiber den Verlauf von Kontinuums-Groéfien, wie z.B. Bandkanten, auch Kennt-
nisse iiber mogliche Rekonstruktionen, Relaxationen und die genaue Stapelungs-
folge der Atome. Obwohl die letzteren Eigenschaften eine wichtige Rolle fiir den
elektrischen Transport spielen, soll erst im konkreten Fall darauf eingegangen
werden, da man hier auf aussagekréftige Experimente oder ab-initio Rechnungen
angewiesen ist.

Kritisch sind die Koppelungen an den Grenzflichen unterschiedlicher Kristalle,
da sie nicht an bekannte Volumen-Eigenschaften angepasst werden kénnen. Ubli-
cherweise werden die Koppelungen beider Materialien gemittelt oder es wird auf
die universellen Koppelungen [1, 4] zuriickgegriffen.

Die fiir den Transport dominante Grenzflichen-Eigenschaft ist wohl der Band-
kanten-Verlauf. Ist dieser aus experimentellen Daten bekannt, konnen die Band-
strukturen durch Verschieben der Orbital-Energien €; , — €7, —e® (R;) aneinan-
der angepasst werden. Da im Allgemeinen die aneinandergrenzenden Kristalle un-
terschiedliche Gitterkonstanten besitzen, kommt es an Heteroiibergéngen zusitz-
lich zu Verspannungen.
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1.2.2. Verspannungen

Zur ndherungsweisen Bestimmung der Koppelungs-Elemente ¢, in Halbleitern
mit sp3-Bindungen verglichen Froyen und Harrison [11] analytische Tight-Binding
Ausdriicke an hoch-symmetrischen k-Raum Punkten mit der Bandstruktur des
freien Elektronengases. Aus der Bedingung, dass die maximalen Energieliicken
iibereinstimmen, ergab sich folgende Bestimmungsgleichung der Koppelungster-
me:
hZ

t al'al = ) ——

Ia,I .5
Die universellen Parameter 73 3 sind dabei nur Funktionen der Koppelungs-Orbi-
taltypen und nicht der beteiligten Atome. Als einzige materialspezifische Gréfie
geht der Abstand der Kerne d ein. Vogl et al. [12] und Majewski und Vogl [13]
erweiterten diese Theorie und zeigten, dass t,o fiir 3,45 € {s,p} iiber einen
grofien Bereich hinweg mit d 2 skaliert.

Fiir Wechselwirkungen, an denen d-Orbitale beteiligt sind, wurden eine Reihe
von Abhéngigkeiten vorgeschlagen. Die umfassendste postulierte Harrison [14].
Realistische Approximationen liefern die universellen Abstands-Abhéngigkeiten
jedoch nur fiir Nachste-Nachbar Wechselwirkungen, da fiir weiter entfernt liegende
Atome zunehmend der exponentielle Abfall der Wellenfunktionen zum Tragen
kommt.

Von Bedeutung ist die Skalierung der t,,/; bei kleinen Abstandséinderungen zwi-
schen den Atomen, wie sie bei Verspannungen auftritt. Zu Beachten sind dabei
mogliche Aufspaltungen von urspriinglich symmetrieentarteten Koppelungen, falls
die Kern-Verbindungslinien unterschiedliche Winkel mit der Dehnungsachse ein-
schlieflen.

1.2.3. Ternire Systeme

Im Falle ternédrer Systeme kann bei hinreichend dhnlichen elektronischen Eigen-
schaften der beiden bindren Grenzfille zwischen deren Tight-Binding Parametern
linear interpoliert werden. Diese Methode wurde z.B. bei Al,Ga;_,As angewandst.

Prinzipiell lasst sich diese einfache Interpolations-Methode auch auf quarternére
Verbindungen ausdehnen.
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1.2.4. Elektrische Felder

Eine wichtige Rolle spielen elektrische Felder in Bauelementen. Es ist daher not-
wendig, sie konsistent in die Rechnung aufzunehmen. Im Einteilchen-Bild wird die
komplexe Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch ein effektives (lokales) Poten-
zial angendhert, das zusammen mit dem externen Potenzial in V'(r) enthalten ist.
Letzteres wird als bekannt vorausgesetzt.

In einem isolierten Atom ist die Wirkung eines nur schwach ortsabhéngigen ex-
ternen Potenzials ® eine gleichméfige Verschiebung der Orbital-Energien €7, um
—e® (Ry), wobei e die Elementarladung ist. Analog dazu kann die Wirkung eines
elektrischen Feldes im Festkorper und damit auch in beliebig komplexen Struktu-
ren durch Addition des lokalen Potenzials zu den Orbital-Energien beriicksichtigt
werden:

€la 7 €[a — ed (R[) . (111)

Die Wirkung auf die Gestalt der lokalisierten Wellenfunktionen und somit der
Hamilton-Matrixelemente verschiedener Orbitale, sowie der Stark-Effekt werden
hierbei aufler Acht gelassen. Letztere sind aber auch nur bei extrem hohen Feld-
starken von Bedeutung.

1.2.5. Ausblick: Magnetische Felder

Eine eichinvariante Inkorporation magnetischer Felder in den Tight-Binding For-
malismus ist iiber die so genannte Peierls-Phase [15] moglich. Die nichtpertur-
bative Behandlung von Feldern erlaubt die Berechnung von stérungstheoretisch
nicht zugénglichen Effekten, wie das Hofstadter-Spektrum [16]. Obwohl die Modi-
fikation des Hamilton-Operators durch das Magnetfeld prinzipiell einfach ist, sind
die daraus resultierenden Systeme und die hinter ihnen stehende Physik nichttri-
vial und stellen einen Schwerpunkt dieser Arbeit dar. Die eingehende Diskussion
erfolgt in Kapitel 7.
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Resonanter vertikaler Transport
in Heterostrukturen
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EINLEITUNG

Thema des ersten Teils dieser Arbeit ist der kohérente, ballistische Transport
durch Metall/Halbleiter-Heterostrukturen. Viele Arbeiten zu diesem Thema be-
riicksichtigen zwar Dephasierungs-Effekte, z.B. iiber den Greensfunktions-Forma-
lismus, oder sind in der Lage grofle Quantenregionen zu beschreiben, verwen-
den aber aus nummerischen Griinden dazu meist einfache Bandstruktur-Modelle,
wie die effektive Massen- oder die k - p-Theorie [17, 18, 19, 20]. Dies mag zwar
fiir Strukturen wie GaAs/Al,Ga;_,As-Heterostrukturen mit = <0,4 gerechtfer-
tigt sein, wird aber spétestens dann fraglich, wenn die Symmetrie der Bandkante
innerhalb der Struktur wechselt, was z.B. bei GaAs/AlAs-Ubergittern der Fall
ist. Beim Transport durch metallische Schichten werden Bandstruktur-Effekte oft
dominant. Es ist in diesen Féllen entscheidend, realistische Modelle fiir die elek-
tronische Struktur zu verwenden. Da die untersuchten Systeme vertikale Aus-
dehnungen von nur wenigen Nanometern aufweisen, dominieren Quanteneffek-
te selbst bei Raumtemperatur. All diese Effekte konnen in einer streutheore-
tischen Beschreibung des elektrischen Transports [21, 22] innerhalb des Tight-
Binding Formalismus [23] berticksichtigt werden. Diese Methode, die Gegenstand
des zweiten Kapitels ist, wird im darauf folgenden Kapitel auf resonante Tunnel-
Dioden aus Metall(CoSiz)/Isolator(CaFs)-Heterostrukturen angewandt. Hierbei
zeigt sich, dass die Bandstruktur von Metallen zu unerwartet komplexen Effekten
fithren kann.

Im vierten Kapitel des ersten Teils wird die Methode leicht modifiziert, um damit
ballistische Elektronen Emissions Experimente (BEEM) zu beschreiben. Es wird
untersucht, wie sich Elektronen beim Ubergang zwischen Materialien mit stark
unterschiedlicher effektiver Masse (Au/GaAs) verhalten.

13



KAPITEL 2

STREUFORMALISMUS IN TIGHT-BINDING

In der Elementarteilchen-Physik stellt das Streuexperiment den mit Abstand wich-
tigsten und fast einzigen experimentellen Zugang zur subatomaren Welt dar. Des-
halb wurden auf diesem Gebiet grofle Anstrengungen unternommen eine Theorie
zu entwickeln, die es erlaubt, dem gestreuten Teilchen moglichst viel Information
iiber die Wechselwirkung mit anderen Teilchen und eventuellen Resonanzen zu
entlocken. Wichtig ist dabei jedoch, dass keine Dekohédrenz wéahrend des Streu-
vorgangs auftritt. Eine Anwendung der Streutheorie auf Leitungselektronen in der
Festkorperphysik wurde erst moglich, als es gelang Strukturen zu fertigen, deren
Dimension vergleichbar mit der freien Weglidnge der Elektronen ist. Messbar sind
lediglich die Stréme durch die einzelnen Kontakte. Fiir den Vergleich mit dem
Experiment ist daher eine Mittelung iiber eine Vielzahl verschiedener Streukanéle
notwendig. An einer Beobachtung einzelner Streuereignisse ist man nicht interes-
siert.

2.1. Streuformalismus im Festkorper

Um diesen Formalismus auf eine Kristallstruktur anzuwenden [21, 22], stelle man
sich der Einfachheit halber ein Bauelement mit nur zwei Terminals vor, wie es in
Abbildung 2.1 dargestellt ist. Es besteht auf der linken Seite aus einem Kristall
A mit konstanter Temperatur 77, und dem elektro-chemischen Potenzial puy. Auf
der rechten Seite ist analog ein Kristall B mit 7% und pg. Die Terminals dienen
als (thermodynamische) Reservoire und bilden den Bereich der freien, asymptoti-
schen Streuzusténde |W);, ou:. Letztere sind aber die Blochzustdnde der jeweiligen
Volumen-Materialien. Zwischen den Reservoiren ist die eigentliche aktive Zone
eingeschlossen, die als Streubereich dient. In ihr erfolgt die Streuung zwischen

14
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Reservoir Reservoir
A B
TL’ M L TR’ M R

Abbildung 2.1: Im Streuformalismus betrachtet man den Streuer, der hier als
schraffierte Heterostruktur angedeutet ist, eingebettet zwischen zwei oder mehr
halb-unendlichen, sich im Gleichgewicht befindenden Reservoiren, die je eine feste
Temperatur T, r und ein Quasi-Fermi-Niveau py, g besitzen.

den einzelnen Kanélen durch Wechselwirkung mit Grenzflichen, Gitterfehlern und
elektrischen Feldern. Die Matrixelemente der Streumatrix S, welche die Zeitent-
wicklung lange vor bis lange nach dem Streuvorgang beinhaltet,

ki n,s—khntst — <k2_7 n,s |S| k§7 n/, SI> (2'1)
sind gerade die Ubergangs-Amplituden zwischen zwei Blochzustinden |k}, n, s)
und |k, 7', s') mit dem Wellenvektor k;", Bandindex n und Spin s auf der linken
Seite (Index L) und den entsprechenden Quantenzahlen k},n', s auf der rechten
Seite (Index R). Im Folgenden soll stets angenommen werden, dass der einfal-
lende Zustand aus dem linken Kristall stammt und in der aktiven Zone in eine
transmittierte Welle und einen reflektierten Anteil aufspaltet. Das Plus-Zeichen
am Wellenvektor kennzeichnet nach rechts laufende Zusténde; mit £~ wird analog
ein Blochzustand mit negativer Gruppen-Geschwindigkeit bezeichnet.

Der Wahrscheinlichkeits-Strom, der mit einem Streuzustand assoziiert ist, ist
gleich |(r|¥)|* multipliziert mit dessen Gruppen-Geschwindigkeitskomponente in
Wachstumsrichtung. Das S-Matrixelement fiir einen Ubergang von einem Zustand
a in einen Zustand b ist daher gleich dem Verhéltnis der Amplituden des End- und
Ausgangszustands t,_,, multipliziert mit der Wurzel aus dem Verhéltnis der jewei-
ligen Gruppen-Geschwindigkeiten. Der Transmissionskoeffizient fiir den Ubergang
von |k}, n,s) in einen beliebigen Blochzustand im rechten Kristall ist somit [24]:

2 vk;,n’,s’

ka,n,s—ﬂi’,: § : ‘tkf,n,sﬁk;,n’,s’ Uyt (22)
kJ}g,n’,s’ kL,TL,S
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Aus der Zeitumkehrsymmetrie (Mikroreversibilitét) folgt, dass die Transmissions-
koeffizienten zwischen zwei quantenmechanischen Zustinden und deren komplex
konjugierte gleich sind:

out <b|5|a>m = out <a|S|b>:n

2 vk;,n,s 2 vkz n',s

tkz,n,s%kg,n’,s’ tkg,n’,s’%kz LS (23)

Uk—

Ui+
ky,n',s RS

Es sollen in dieser Arbeit lediglich elastische Streuvorginge betrachtet wer-
den. Des Weiteren wird angenommen, dass die Heterostrukturen, die ja im Fol-
genden ausschliefllich betrachtet werden, lateral eine perfekte Periodizitéit besit-
zen. Der Translations-Operator um einen Gittervektor R in der Wachstums-
ebene vertauscht dann mit dem Hamilton-Operator, was zur Folge hat, dass
die Wellenvektor-Komponente senkrecht zur Wachstumsrichtung k| eine Erhal-
tungsgrofle ist. Die laterale Periodizitédtslinge kann aber beliebig grof3 gewéhlt
werden, so dass mogliche Grenzflichen-Rauigkeiten durch ein laterales Ubergit-
ter simuliert werden konnen. Die Erhaltung von kj reduziert sich dadurch auf
die des Ubergitter-Vektors K| = k| + 2mny/Ly + 2mny/ Ly, wobei Ly, die Peri-
odenléingen und n; 5 ganze Zahlen sein miissen. Gleichung (2.2) vereinfacht sich
durch (kH) = (kH) s=s"zu:

n out ’

!
L,n,s,kiﬁR(E k\l) = Z

/et
n,kL,j

2 9 :
Rn/, 1

Y (24)
VL, L1,

t
L,n,ki,i%R,n’,kIj

Mit £, ;;und ¢, 7 = 1,2,... sind dabei die Wellen-Vektoren in Wachstumsrichtung
zu festen (E,kH, 8) bezeichnet. Falls ein Band mehrere Minima besitzt, konnen
zu einem (E, k|, s) mehr als ein k1, existieren.

2.2. Stromdichte

Um aus den Transmissionskoeffizienten die Stromdichte zu berechnen, miissen sie,
gewichtet mit der Gruppen-Geschwindigkeit v des Ausgangszustands, iiber alle
Zusténde des Kristalls mit positiven v, integriert werden. So ist die Stromdichte
der Elektronen von links nach rechts in linearer-Antwort-Nédherung gegeben durch
(25, 26]:

o= =e 30 [ ko B0 1~ (B, 00)] T )

STMBZ v, > 0
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Als zusétzliche Gewichtsfaktoren wurden die Besetzungswahrscheinlichkeit des
Ausgangszustandes f;, und die Verfiigbarkeit der Ziel-Zustéinde [1 — fg| in den
Integranden aufgenommen!. Da sich beide Reservoire definitionsgemif im Gleich-
gewicht befinden, hingt ihre Verteilungsfunktion f nur von der Energie ab. Spaltet
man das Integral iiber die Brillouin-Zone in einen Anteil parallel und senkrecht
zur Wachstumsrichtung auf, beniitzt die Definition der Gruppen-Geschwindigkeit
und fiihrt man die Summation {iber den Spin aus?, so ergibt sich:

jion = —(;ﬁ / PRdE > Ty p fu(B)1— fe(B)]  (2)

BZ ki v1>0
Setzt man hierin Gl. (2.4) ein und bildet die Differenz mit der Stromdichte in die

entgegengesetzte Richtung, erhédlt man zusammen mit der Zeitumkehrsymmetrie

(GL (2.3)):

j - jL*)R - jRHL

—e 2 UL,
= 4ﬂ3h/d2kldE D UnB) = fr(B)] [te, o, (B, ) U—J (2.6)
BZ kL,i,kibj 1
Vl,i,j

Interessanterweise ist die Stromdichte lediglich eine Funktion der Differenzen der
Fermi-Verteilungen beider Reservoire. Dadurch kann die Energie-Integration auf
diejenigen Bereiche beschrinkt werden, in denen (f;, — fr) merklich von Null ver-
schieden ist. Man beachte aber, dass sich die Fermi-Verteilungen f(E) jeweils auf
das elektro-chemische Potenzial des Reservoirs beziehen, welches von der ange-
legten Spannung abhéngig ist. Gleichung (2.6) dient als Grundlage zur Berech-
nung der Tunnelstromdichte. Die aus nummerischer Sicht grofite Schwierigkeit ist
die dreifache Integration eines Integranden mit zahlreichen und oft sehr scharfen
Transmissionsmaxima. Hierfiir wurde ein adaptiver Algorithmus zur effizienten
Integration entwickelt [23].

'Die beiden Grenzzustinde wurden dabei als entkoppelt angesetzt. Genau genommen be-
trachtet man in der zeitunabhiingigen Streutheorie den Ausgangs- und Endzustand als einen
Zustand, der daher auch nur eine Besetzungswahrscheinlichkeit hat. Wie man aber zeigen kann
[24], fithrt obiger Ansatz auf identische Gleichungen.

2Da die verwendeten Bandstrukturen praktisch keine Spin-Bahn Aufspaltung aufweisen, wur-
de Letztere génzlich vernachléssigt und alle Biander als spinentartet angenommen.
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2.3. Berechnung des Transmissionskoeffizienten in Tight-
Binding

Die Streutheorie soll nun fiir den Fall planarer Heterostrukturen im TB Formalis-
mus konkretisiert werden. Dazu stelle man sich das Bauelement in drei Bereiche
unterteilt vor: Auf der linken Seite befindet sich ein Volumen-Material des Typs
A, der den Bereich der in-states bildet, und auf der rechten Seite ein Volumen-
Material des Typs B fiir out-states. Dazwischen liegt der eigentliche Streuer.

Zur nummerischen Behandlung des Streuproblems muss die Struktur in /NV Schich-
ten o; mit ¢ = 1,..., N gruppiert werden (vgl. Abb. 2.2), die zumindest so dick
gewihlt sind, dass TB-Koppelungen nur zwischen benachbarten Schichten auftre-
ten und nicht zur iibernéchsten Schicht. Da der laterale Wellenvektor k| erhalten

Abbildung 2.2: Das Bauele-
ment wird entlang der Wachstums-
richtung in Schichten o; zerlegt, die
mindestens so dick sein miissen,
dass nur benachbarte Schichten
miteinander koppeln. Die Koppe-
lungen sind mit Linien angedeutet.

ist, empfiehlt es sich, aus den lokalisierten Atom-Orbitalen Wellenfunktionen zu
konstruieren, die bereits Eigenfunktionen zur Quantenzahl k|| sind:

|O (6] kH ZGZk” Ry ‘0 (6] RH>
Rn

Mit N wird dabei die Zahl der Einheitszellen in den Schichten bezeichnet und
indiziert sowohl das Basisatom als auch das zugehorige Orbital. Diese Zusténde
bilden eine neue Basis, in der die entsprechenden Hamilton-Matrixelemente ab-
gekiirzt geschrieben werden, als:

(Ha,g aal <0’ (0% k” |H|U a kH> (27)
(H‘T’U’)a,a’ = <O’, Oz,kH |H - E| U , (U ,kH> (28)

Matrixelemente zu verschiedenen k; verschwinden genauso wie solche mit Ao > 2.
Aus den neuen Basis-Zustdnden kann man wiederum die eigentlichen Streuwellen-

funktionen bilden:
[U,k) = Coa (k)
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Damit |U) eine Losung des Streuproblems darstellt, muss es zu festen Randbe-
dingungen die Schrodinger-Gleichung (H — E) [¥) = 0 erfiillen. Multipliziert man
Letztere mit dem Bra-Zustand <O’, Q, kl\‘ und fasst man alle N, Koeffizienten Cj, ,
der lateralen Einheitszelle zu festem k| und o zu einem Vektor C, zusammen

Czr,l
C, = : , (2.9)

erhdlt man die Schrédinger-Gleichung in Matrixform

H{T,G’*l Czrfl + Ha,a CO’ + Ha,zr+1 Czr+1 - 0; (210)

oder mit einer kleinen, formalen Erweiterung:

Ha,zr Ha,a 1 Czr o _Ha,afl 0 Czrfl
e (e )= (e) e

Innerhalb der Kontakte muss die Hamiltonmatrix mit geeigneten Randbedingun-
gen terminiert werden. W&hlt man die ersten und letzten beiden Schichten (o, 09
bzw. on_1,0x) im linken bzw. rechten Volumen-Material, ergeben sich folgende
Randbedingungen fiir die TB-Komponentenvektoren C; und Cy: C; enthilt ge-
nau eine nach rechts propagierende Blochwelle und keine in die Kontakte hinein
anwachsenden Zustinde. Cy enthilt keine nach links propagierenden oder abfal-
lenden Zustéinde. In die Kontakte hinein exponentiell abfallende Komponenten
konnen natiirlich ignoriert werden.

Um diese Randbedingungen in obige Matrix aufzunehmen, muss die , komplexe
Bandstruktur® mit zugehorigen TB-Komponenten-Vektoren der Volumen-Mate-
rialien berechnet werden. Dazu fordert man die auf komplexe k; verallgemeinerte
Blochbedingung zwischen den Koeffizienten-Vektoren zweier Volumen-Schichten

C, =c*1d C,_y; (c—1,0) € {(1,2),(N —1,N)}, (2.12)

wobei d die Dicke der Elementarzelle in Wachstumsrichtung ist. Zusammen mit
der Gl. (2.11) erhilt man eine Eigenwert-Gleichung, deren Losung die gesuchte
komplexe Bandstruktur ist:

Ha,zr H{T,O’ 1 Czr _ iky.d _H(T,O'fl 0 CO’
e (e ) e T (e ) e
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Uber die Eigenwerte von Gl. (2.13) erhiilt man die (im Allgemeinen) komplexen
k, und iiber die Eigenvektoren die zugehorigen TB-Koeffizienten. Koppeln nicht
alle Orbitale einer Schicht an die néchste, wird H, ,_; singuldr. Gl. (2.13) stellt
dann ein verallgemeinertes Eigenwert-Problem dar [27, 23], das fiir beide Kontakte
(L, R) gelost werden muss. Man beachte, dass e**+? dabei auch Null oder Unendlich
als zuldssige Losungen annehmen kann.

Nachdem die 2Ny, i Eigenvektoren auf 1/4/2d;, g normiert wurden, ordnet man
sie zu zwei quadratischen 2Ny, p x 2N r Matrizen Dy,  in folgender Reihenfolge
an: Die Ny, Spalten der linken Hilfte von D, sortiert man derart, dass die ersten
ng, Vektoren nach rechts propagierende und die Folgenden Nj — nj, nach rechts
abfallende Zusténde représentieren. Analog fiillt man die zweite Hélfte von Dy,
zuerst mit den nach links propagierenden Blochzusténden und dann mit den nach
links abfallenden. Die Spalten von Dg miissen in die gleiche Reihenfolge gebracht
werden. Invertiert man diese beiden Matrizen und unterteilt sie in jeweils vier
quadratische Blocke

(@), @), (6 )=t (2.14)
(@), )]G ) =0 219

schreiben. Dabei weist der Vektor I eine 1 an derjenigen Position ¢ < ny, auf, die
der einfallenden Blochwelle entspricht, ist aber ansonsten Null. Das volle Streu-
problem samt Nebenbedingungen nimmt die Form einer inhomogenen Matrix-
Gleichung an:

[ (Dzl)u (]D)_Zl)m ] C, L
H, 1 H, » Hs 3 C, 0
Hy 1n-2 Hy an: Hyoin Cy1 :

L (DI_%I)Ql (DI_%I)22 J Cn 0
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Mit der Streuldsung (Cy,---,Cy)" aus GL (2.16) lassen sich die transmittierten
(t) und reflektierten (r) Komponenten der Streulésung berechnen:

¢— T (D) (D! Cna 2.17

_[(R)ll(R)H} Cxy ’ ()

r=[ (D", @), ] < g: ) . (2.18)

Da der Vektor I und die Eigenvektoren normiert sind, entspricht t dem Ampli-
tuden-Verhéltnis der transmittierten zur einfallenden Welle. Den Transmissions-
koeffizient zu festem (F, k) erhélt man durch Summation {iber alle verbleibenden
Zusténde:

Nrr MRy

T(E k) =Y > |t(E, X, k)| Z}Zi] (2.19)

i=1 j=1

Die Komponente der Gruppen-Geschwindigkeit in Wachstumsrichtung lisst sich
mit dem Hellman-Feynman-Theorem aus den Eigenvektoren der Kontakt-Materi-
alien berechnen [10]:

_ 2d
h|Cq[?

v, = % (V| [H, 2] |¥) = Im (CZ—HU,G'+1 Caeihd) (2.20)

Zusammengenommen erlauben die Gleichungen (2.6, 2.13, 2.16, 2.17, 2.20) die
Berechnung der Stromdichte zwischen zwei Kontakten zu gegebener Potenzial-
Differenz.



KAPITEL 3

SILIZIUMKOMPATIBLE TUNNELBAUELEMENTE
AUF Co0SI,/CAF; Basis

Das im letzten Kapitel erlauterte theoretische Fundament zur streutheoretischen
Berechnung des Quantentransports wird in den folgenden zwei Kapiteln auf zwei
sehr unterschiedliche Systeme angewandt. Gemeinsam ist diesen, dass der elektri-
sche Strom vertikal durch ein mehr oder weniger homogenes 2D Schicht-System
fliefit und von Nichtgleichgewichtselektronen und Quanteneffekten dominiert wird.

Die in diesem Kapitel untersuchten Bauelemente sind planare, auf einem (111)-
oder (001)-Silizium-Substrat epitaktisch gewachsene Metall (CoSiy) / Isolator
(CaFy) Heterostrukturen. Als Kontakte dienen auf der einen Seite das n-dotierte
Silizium-Substrat und auf der anderen eine dickere CoSiy Schicht. Je nach unter-
suchtem Bauelement werden hierbei zwei oder drei CaFy Barrieren zum Einsatz
kommen, die dann einen oder zwei CoSi; Quantentrége einschlieflen.

Im ersten Abschnitt wird die fiir den elektrischen Transport entscheidende rela-
tive Lage der Bandkanten der einzelnen Material-Systeme sowie die Grenzflichen-
Morphologie diskutiert. In den darauf folgenden zwei Abschnitten werden die
Charakteristika resonanter Tunneldioden (RTD) mit zwei und drei Barrieren in
Abhéngigkeit verschiedenster Parameter untersucht.

3.1. Grenzflichen und Bandkanten

Die epitaktisch abgeschiedenen CoSiy; und CaF's Schichten besitzen die so genannte
Fluorit-Struktur (Oj), deren Einheitszelle in Abb. 3.1 abgebildet ist. Das zugrun-
deliegende Bravais-Gitter ist wie das Substrat kubisch-flichenzentriert (fcc), hat
aber drei Basisatome. Konventionell wird das Kation auf den Gitterplatz gesetzt
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wiahrend die beiden Anionen je eine viertel Raumdiagonale in entgegengesetzte
Richtungen verschoben sind. Das Kation sitzt damit in der Mitte eines Kubus mit
je einem Anion in den Ecken, wihrend das Anion im Zentrum eines Tetraeders
liegt, der durch die vier néchsten Kationen definiert ist. Das Kation ist damit
achtfach, das Anion dagegen nur vierfach koordiniert. Beide Materialien kénnen
per Molekularstrahl-Epitaxie pseudomorph auf Si abgeschieden werden [28], was
w.a. in den dhnlichen Raumtemperatur-Gitterkonstanten von CoSi, (5,356 A),
CaFy (5,462 A) und Silizium (5,431 A) begriindet ist. CaFy ist ein direkter, stark
ionischer Isolator mit einer ungewohnlich grolen Bandliicke von rund 12 eV und
einer damit verbundenen hohen Durchbruch-Feldstirke von mehr als 20 MV /cm
fir diinne Schichten [28].

Abbildung 3.1: Konventio-
nelle Einheitszelle der Fluorid-
Struktur. Die dunklen (hellen)
Kugeln symbolisieren die Katio-
nen (Anionen). Zur Verdeutlichung
der rdumlichen Struktur wurden
zwischen den né#chsten Nachbarn
zylindrische Verbindungen einge-
zeichnet.

Die CaFy/Si Grenzfliche wurde in zahlreichen experimentellen [29, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40] wie theoretischen [41, 42, 43] Arbeiten untersucht
und ist daher weitgehend bekannt. Die Grenzflachen-Eigenschaften sollen speziell
fiir den von Asada et al. [44] entwickelten Wachstumsprozess diskutiert werden.

Die 7 x 7 Rekonstruktion sauberer Si(111) Oberflichen verschwindet bei Ab-
sorption von CaFy Molekiilen [36, 31, 30], so dass von einer rekonstruktionsfreien
Grenzfliche ausgegangen werden kann. Die aufgewachsene CaF,; Schicht hat ei-
ne so genannte Typ B Orientierung gegeniiber dem Silizium (111)-Substrat, d.h.
das fee-Gitter des Fluorid Kristalls ist um 180° in [111]-Richtung gegeniiber dem
des Siliziums gedreht (s. Abb. 3.2) [31, 30, 35, 41]. Bei einer Wachstumstempe-
ratur von etwa 770°C dissoziieren einige CaFy Molekiile und es bildet sich eine
nichtstéchiometrische Ca/Si Grenzschicht aus, wobei Ca auf den T-Plétzen, also
genau in [111]-Richtung iiber dem Si-Atom der zweiten Schicht, mit einer Ca—Si
Bindungslinge von ca. 3,12 A [30, 31, 36] eingebaut wird. Die zur exakten Stéchio-
metrie fehlende Fluorid-Schicht ist entweder in das Silizium diffundiert oder wurde



24 Kapitel 3. Siliziumkompatible Tunnelbauelemente auf CoSis/CaFs Basis

NIRRT
DN
_ L 4 : . ¢ w . B

Abbildung 3.2: Wird CaF, auf einer Si(111) Oberfléiche bei Temperaturen
um 770°C gewachsen, dissoziieren die CaFs Molekiile der ersten Schicht und Ca
wird zuerst an einem Ty-Platz, d.h. direkt iiber der zweiten Si-Lage eingebaut.
Fluor, Silizium und Kalzium sind hell-, mittel- und dunkelgrau eingezeichnet. Die
zylindrischen Verbindungen zwischen den Atomen dienen der Verdeutlichung der
radumlichen Struktur.

Atom—Lagen‘SiSi - SiSiCa‘F - FCaF - FCaF
Stapelung ‘CB - BAB ‘C - BCA - CAB

Tabelle 3.1: Stapelungsfolge an der Si/CaF, Grenzfliche in [111]-Richtung.
Mit A, B und C wurde die relative horizontale Position der atomaren Schichten
bezeichnet.

wahrend des Wachsens wieder desorbiert. Die weitere Schichtfolge entspricht der
des Volumen Kristalls (Ca-—F—F-Ca-F---). Zusammen mit der Typ B Orien-
tierung ergibt sich die in Tabelle 3.1 angegebene Stapelfolge. Die Leitungsband-
Offsets wurden fiir die Wachstumstemperatur von etwa 770° experimentell zu 2,2
bis 2,4 eV bestimmt [33, 34, 45].

Uber die Grenze zwischen CoSi, und CaF, ist weniger bekannt. Aufgrund des
speziellen Wachstumsprozesses® [44] und Total-Energy Rechnungen [43] kann von
einem stochiometrischen Wachstum ganzer Tripel-Lagen ausgegangen werden. Ex-

1Um Agglomerationen zu vermeiden, werden Co und Si Monolagen separat gewachsen und
erst durch das anschlieBende Tempern bildet sich der eigentliche Kristall aus. Die moderaten
Wachstumstemperaturen Asadas verhindern eine Dissoziation der CaF, Molekiile beim Auf-
wachsen, so dass an der Grenzfliche von einer stochiometrischen Ca-F—Si-Co Schichtfolge
auszugehen ist.
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Atom—Lage‘FCaF - FCaF - SiCoSi - §SiCoSi
Stapelung‘BCA - CAB - CBA - BAC

Tabelle 3.2: Wie Tabelle 3.1 nur fiir die Grenzfliche zwischen CaF; und CoSis
Grenzflache in [111]-Richtung.

perimentell [32, 46] fand man analog zur CaF,/Si Grenzfliche tiberwiegend eine
Typ B Orientierung. Prinzipiell kommen zwei Stapelungsfolgen an der CaF,y /
CoSi, Grenze in Frage: CAB | ACB und CAB | CBA. In der ersten Variante, die
in den Arbeiten von Akai et al. [43] angenommen wurde, kommt es zu einem ex-
trem kleinen Ca-Si Abstand von nur 2,3 A, der deutlich unter den 3,1 A im CaSi,
Volumen-Material liegt. Die Co-F Bindungslinge erscheint dagegen mit 3 A zu
groB, verglichen mit 2,03 A in CoF».

Bei der alternativen Stapelungsfolge CAB | C'BA ist dagegen sowohl die Ca-Si
Bindungslinge mit 3,2 A, als auch der Co-F Abstand mit 2,3 A nahe dem Gleich-
gewichtswert im Volumen-Material. Dieser Vergleich legt nahe, dass die beiden
Verbindungen mit einem geringen Offset in der Stapelfolge von Tabelle 3.2 aufein-
ander wachsen. Da es meines Wissens keinerlei Experimente zu dieser Vermutung
gibt, wird in den Rechnungen von dieser Grenzfliche ausgegangen.

Nimmt man an, dass sich CaF; als neutrale Barriere in CoSiy/CaF5/Si verhilt,
kann mit Hilfe der Transitivitdts-Regel der Fermi-Energie/Leitungsband-Offset
aus dem Bandkanten-Verlauf an der CaF,/Si-Grenze und der Schottky-Barrieren-
Hohe zwischen n-Si und CoSiy zu etwa 3,0 eV abgeschétzt werden. Dieser Wert
liegt deutlich iiber dem mittels Austrittsarbeiten ermittelten Wert von 2 eV [44]
und signifikant unter dem per LAPW-Rechnungen bestimmten Offset von 8,6 eV
[43]. Allerdings ist der letzte Wert aus zwei Griinden fraglich: Zum einen wurde
die energetisch sehr ungiinstige und zudem unrelazierte C AB | AC B-Grenzfliche
angenommen. Zum anderen wurde die in der Lokalen-Dichte-Ndherung viel zu klei-
ne CaFy Bandliicke von 7,8 eV allein durch eine Vergroflerung des Leitungsband-
Offsets korrigiert. Aus EXX-Rechnungen ist aber bekannt, dass diese iiberwiegend
auf einen falschen Valenzband-Offset zuriickzufiihren ist [47, 48, 49].

3.2. Zwei-Barrieren Strukturen

Die einfachste Struktur, die einen deutlich negativ differentiellen Widerstand er-
moglicht, ist die zwei-Barrieren Tunneldiode (DBRTD) [23]|. Exemplarisch wird
folgende Struktur betrachtet: Auf dem n-dotierten (111)-Silizium Substrat ist
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Abbildung 3.3: Die Strom-Spannungs-Charakteristik ~ einer
CaF,/CoSiy/CaF, resonanten Tunneldiode. Die Barrieren und der Topf haben
eine Dicke von 4 bzw. 6 Tripel-Lagen. Verkleinert ist ein Leitungsbandkanten-
bzw. Fermikanten-Diagramm entlang der Wachstumsrichtung dargestellt. Dunkel
bzw. hell schattierte Flichen symbolisieren besetzte Zustinde im CoSiy bzw. im
Silizium Valenzband. Die gestrichelten Pfeile zeigen einen resonanten Tunnelpfad.

zunichst eine CaF, Barriere aufgewachsen, die gerade 1,2 nm oder vier Tripel-
Lagen (TL) dick ist. An der Grenzfliche zu Si fehlt — wie im letzten Abschnitt
erlautert — die erste Monolage Fluor. Auf diese Isolator-Schicht folgt ein 1,9 nm
(= 6 TL) breiter CoSi, Topf und die zweite, ebenfalls vier TL dicke, CaFy Bar-
riere. Als Kontakte dienen auf der einen Seite das hoch-dotierte Substrat und auf
der anderen eine dicke CoSiy Schicht. Das zugehorige Bandkanten-Diagramm ist
verkleinert in Abb. 3.3 eingefiigt.

Die relativ komplexe Bandstruktur des Metalls CoSiy fiihrt zu einer vollig an-
deren Strom-Spannungs-Charakteristik als bei Halbleiter-Heterostrukturen. Zum
einen bietet der CoSi, Kontakt Elektronen jeder Energie unterhalb der Fermikante
an. Im Gegensatz dazu emittiert z.B. ein n-dotierter Halbleiter bereits energetisch
stark fokussierte Elektronen. Zum anderen gilt Ahnliches im k-Raum: Werden
die zahlreichen Bénder in [111]-Richtung auf die zweidimensionale, hexagonale
k| -Brillouin-Zone projiziert, iiberdecken sie fiir viele Energien praktisch alle k-
Werte. Auch hier besteht ein erheblicher Unterschied zu einem Halbleiter, der
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i.d.R. aus nur einem oder wenigen symmetrieiquivalenten Télern emittiert. Ins-
gesamt wird also der metallische Kontakt den Tunnel-Strom iiber seine Zustands-
dichte modulieren, aber im Energie/kj-Raum weniger stark selektiv wirken.

Teilweise selektiv wirkt dagegen das Silizium Substrat. Durch die Bandliicke
und die n-Dotierung werden nur solche Elektronen die Struktur kohirent durch-
laufen, die hinreichend Energie besitzen, um das Si-Leitungsband zu erreichen.
Dariiber hinaus wirken die Leitungsband-Téler fiir bandkantennahe Elektronen
als k-Raum-Filter.

Der metallische Topf besitzt fiir fast alle Energien quasi-gebundene Zusténde,
was bereits aus der lateralen Dispersion der Topf-Zustédnde folgt. Die drei Binder
des CoSiy, welche die Fermikante schneiden, ermdglichen es den Elektronen, iiber
zahlreiche Kanéle resonant zu tunneln.

Insgesamt weist die Tunnelstromdichte in Abb. 3.3 eine reiche Struktur ohne
markantes Maximum auf. Die Transmissionsmaxima werden von einem relativ
starken Hintergrund iiberlagert, so dass das ,,Spitzen zu Tal Verhéltnis“ im Strom
(P/V) vergleichsweise gering ist. Die zahlreichen Spitzen verhindern zudem einen
Einsatz dieser Struktur als Bauelement, da sie zu unkontrollierbaren Instabilititen
fithren. Fiir technische Anwendungen ist ein einziges Maximum mit deutlich grofie-
rem P/V und einem geringeren Untergrund wiinschenswert. Um dies zu erreichen,
muss ein zusitzlicher Filter fiir die tunnelnden Elektronen integriert werden.

3.3. Drei-Barrieren Tunneldioden

Eine Struktur aus drei-Barrieren und zwei Tépfen (TBRTD) [10, 23, 50, 51, 52,
53] stellt eine sehr starke Restriktion fiir kohdrentes Tunneln dar. Es ist daher
zunichst fraglich, ob eine derartige Anordnung iiberhaupt zu signifikanten und
hinreichend breiten Resonanzen fiihren kann. Ziel dieses Abschnittes ist es, dies
zu untersuchen und den Ursprung eventueller Resonanzen zu diskutieren, sowie
deren Stabilitéit gegeniiber Variationen der Bauelement-Geometrie zu diskutieren.

Als konkretes Beispiel sei eine Struktur mit jeweils drei TL dicken CaFy Barrie-
ren und zwei sechs und neun TL dicken CoSiy T6pfen betrachtet. Ihr Bandkanten-
Diagramm ist in Abb. 3.4 dargestellt. Die auflergewohnlich grofle CaF, Bandliicke
von {iber 12 eV ermdglicht trotz der vergleichsweise hohen abfallenden Spannun-
gen eine Barrierendicke von unter einem Nanometer. Die gesamte aktive Tunnel-
Struktur misst weniger als 8 nm, was deutlich kleiner ist als die typische Raum-
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E[eV] Abbildung 3.4: Das Band-
3 und Fermikanten-Diagramm in

2 Wachstumsrichtung  fiir  eine

1 . drei-Barrieren CoSiy/CaF2 Tun-
E_ 0 CoSi nel-Struktur bei einer externen
F.L Spannung von 3,6 V. Auf der Ab-
-1 szisse ist die Dicke der einzelnen
-2 Schichten ersichtlich. Die horizon-
-3 i talen Linien symbolisieren die in
-4 F.R  Abb. 3.6 mit Pfeilen markierten
-5 dispersionsarmen quasi-gebun-
009 2837 6.5 7.4 z[nm] denen Zusténde. Die Pfeile zeigen

einen kohirenten Tunnelpfad.

temperatur-Dephasierungslidnge in Metallen. Daher sollte fiir alle betrachteten
Temperaturen der kohérente Transport dominieren. Abb. 3.5 vergleicht die be-
rechnete Strom-Spannungs-Charakteristik der Struktur aus Abb. 3.4 mit der von
Watanabe et al. [52] und Suemasu et al. [51] gemessenen. Die Theorie zeigt in her-
vorragender Ubereinstimmung mit den Experimenten eine scharfe Resonanz bei
etwa 3,6 V. Der absolute Strom, der wegen der exponentiellen Abhéingigkeit von
der Barrierenhohe theoretisch nur schwer zu beschreiben ist, liegt vergleichsweise
nahe an den Messungen. Das berechnete P/V ist mit 32 sehr hoch. Experimentell
schwankt dieser Wert von Probe zu Probe sehr stark, erreicht jedoch in einem
Bauelement bei 77 K ein P/V von 25. Der im Experiment beobachtete abrupte
Einbruch der Stromdichte .J wird von seriellen Widerstdnden verursacht, die in
der Theorie nicht beriicksichtigt sind. Kontakt- und Zuleitungs-Widersténde fla-
chen den Anstieg etwas ab und verschérfen den negativ differentiellen Widerstand
deutlich.

3.3.1. Ursachen des resonanten Transports

Angesichts der zahlreichen Bénder im CoSiy Volumen-Material (siehe Abb. 3.6(a))
ist das Zustandekommen der ausgeprigten Resonanz bei 3,6 V nicht a priori klar
und soll im Folgenden eingehend diskutiert werden.

Ein Elektron kann aufgrund der Erhaltung der lateralen Wellenzahl k|| nur be-
stimmte Punkte der Bandstruktur erreichen. Um zu verdeutlichen, welche dies
sind, zeigt Abb. 3.7 die Faltung der k-Raum Punkte der fcc-Brillouin-Zone bei
Wabhl einer hexagonalen Einheitszelle. Die Langsachse féllt hierbei mit der (111)-
Wachstumsrichtung zusammen. Damit ergibt sich, dass bei Verwendung eines
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(111)-Substrats zum Beispiel alle Punkte entlang der I' — L;-Linie den gleichen
k)-Wert (I') besitzen. Gleiches gilt fiir alle Punkte auf der X — Ly-Verbindung
(M).

Die laterale Dispersion eines 6 bzw. 9 TL breiten CoSi, Quantenfilms, der in
einen CaF, Kristall eingebettet wurde, zeigt Abb. 3.6(b) bzw. (c¢). Die ineinan-
der geschachtelten ,Lochbédnder” des CoSiy Kristalls werden im Quantenfilm zu
parabelférmigen Biandern gefaltet, die fiir zahlreiche scharfe, aber meist nur sehr
schmale Transmissionsspitzen sorgen. Fiir dominante Resonanz bei 3,6 V ist je-
doch folgender Pfad verantwortlich: Ausgangspunkt im CoSis-Kontakt ist das fla-
che Co-d-artige Band, etwa 1,2 eV unterhalb des Fermi-Niveaus um den X-Punkt
(vgl. Abb. 3.6(a)). Von dort aus tunneln die Elektronen iiber den ca. 50 bis 100
meV oberhalb von E gelegenen Zustand in der Ndhe des M-Punktes im ersten
Quantentopf (Pfeil in Abb. 3.6(b)) zu den bei ca. 1,3 eV gelegenen Béndern im
zweiten Quantentopf (Pfeil in Abb. 3.6(c)) und weiter in das Substrat. Da alle in-
volvierten Bénder sehr flach sind, ergibt sich eine schmale und — durch die hohe
Zustandsdichte — eine sehr ausgeprigte Resonanz.
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Abbildung 3.6: (a) Band-
struktur von Volumen-CoSi, in
einem sp3d°s*-Tight-Binding
Modell. Abbildung (b) und (c)
zeigen die laterale Dispersion vom
I'- zum M-Punkt eines in CaF,
Volumen-Material eingebetteten
CoSi> Quantentopfs von sechs
(b) bzw. neun (c) Tripel-Lagen
Breite. Diese entspricht gerade
dem ersten und zweiten CoSis
Film in Abb. 3.4. Die gestrichelte
horizontale Linie markiert jeweils
das Fermi-Niveau. Mit Pfeilen sind
diejenigen Bénder gekennzeichnet,
die fiir die scharfe Resonanz in
Abb. 3.5 verantwortlich sind.

Das markierte Band im ersten Quantentrog stammt von einem Co-d-artigen
Grenzflichen-Zustand an beiden Seiten der pseudomorphen CoSiy/CaFy Grenze.
Da diese in Wachstumsrichtung lokalisierten Zustinde nur dann den Transport
unterstiitzen kénnen, wenn sie miteinander koppeln, verschwindet die Resonanz
mit zunehmender Topfbreite. Eine weitere Konsequenz ist, dass das Energieniveau
dieses Zustandes nur schwach von der Breite des Troges abhéngt. Der ebenfalls Co-
d-artige, dispersionsarme Zustand im zweiten Quantentrog entsteht durch Faltung
des in Abb. 3.6(a) eingekreisten Bandes im Volumen-Material.

Die fiir die Strom-Spitze ausschlaggebenden Niveaus sind in das Bandkanten-
Diagramm in Abb. 3.4 symbolisch eingezeichnet. Bei der Resonanz-Spannung von
3,6 V liegen die diskutierten Zustédnde des Kontakts und der beiden Quantentroge
energetisch auf dem gleichen Niveau und eine resonante, kohérente Transmission
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ox Abbildung 3.7: Wihlt man
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R g einem flichenzentrierten Kristall,
/ wird der I'-; X-; L-Punkt in Léngs-
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hexagonalen Brillouin-Zone gefal-
tet.
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wird moglich.

Diese dreifach-Resonanz unterscheidet sich qualitativ von den bisher bekann-
ten Mechanismen: Sie kommt durch weit von der Fermikante entfernt liegende
Béander zustande. Anders als die in Halbleitern tiblichen s- oder p-artigen Band-
kanten sind diese d-Zusténde stark lokalisiert und &ndern daher kaum ihre Energie
mit der Topfbreite. Auch die Verteilung der Stromdichte im kj-Raum ist komple-
xer als fiir Halbleiter-Heterostrukturen, wie die Transmissionsverteilung in Abb.
3.8 verdeutlicht. Zwar erkennt man deutlich die hohe Resonanz in der Nédhe des
M-Punktes (weif}), aber die zahlreichen Parabeln liefern einen komplexen Hinter-
grund, der sensitiv von der Energie und k| abhéngt. Dies erschwert die numme-
rische Integration des Transmissionskoeffizienten erheblich.

3.3.2. Stabilitit der Resonanz

Angesichts der nur aus wenigen Atom-Lagen bestehenden Schichten der RTD in
Abb. 3.4 ist eine Kenntnis der Auswirkungen von Geometrie-Variationen auf die
Kennlinie entscheidend. Sollte z.B. die Position der Resonanz empfindlich von den
Schichtdicken abhéngen, kénnte dies zu einer breiten Streuung der Bauelement-
Charakteristika fiihren oder sogar die Resonanz ausschmieren.

Rechnungen mit verschiedenen thermischen Verbreiterungen ergaben eine relativ
geringe Temperaturabhingigkeit der Charakteristik, da die involvierten Bénder
viele kg1 von der Fermikante entfernt liegen und auch die Barrierenhohe selbst
bei Raumtemperatur etwa 100 kg1 betrdgt. Im Folgenden wurde stets die auch
in den meisten Experimenten gewihlte Temperatur von 77 K angenommen.

Es soll noch einmal erwédhnt werden, dass in dieser rein ballistischen Rechnung die
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Abbildung 3.8: Berechne-
ter Transmissionskoeffizient der
CoSiy/CaF;  Tunneldiode aus
Abb. 3.4 in Resonanz und 1,3
eV unterhalb des linken Fermi-
Niveaus als Funktion des lateralen
Wellen-Vektors k. Deutlich er-
kennt man die Cgy-Symmetrie
der [111]-Richtung des Kristalls.
Je heller ein Bereich schattiert
ist, desto grofler ist die zugehorige
Transmissionswahrscheinlichkeit.

Temperatur nur iiber die Fermi-Verteilung in die Simulation eingeht. Nicht beriick-
sichtigt ist die Elektron-Phonon- und die Elektron-Elektron-Wechselwirkung.

Greensfunktions-Methoden, die diese Effekte inkorporieren kénnen [20], zeigen
eine Erhdhung des negativ differentiellen Widerstands und gleichen in der Wirkung
einem seriellem Widerstand.

Variation der Topfbreite

Prozesstechnisch sind Fluktuationen von einer halben bis einer Tripel-Lage unver-
meidlich. Es wurde daher untersucht wie sich die Modifikation der Quantentrége
um ein bis zwei TL (je 0,31 nm) in der Kennlinie niederschligt. Abb. 3.9 zeigt
die Charakteristika von (CaFsy)s/(CoSia),/(CaFs)s/(CoSiz),/(CaF2)3-RTDn mit
m =5, 6 und n = 7, 9. Zwar variiert die Form und Héhe der Resonanz, je-
doch ist deren Position weitgehend konstant. Dieses erstaunliche Verhalten ist
eine Konsequenz des d-Charakters der am Tunnelpfad beteiligten Béndern. Sie
werden aus bereits stark lokalisierten Zustdnden gebildet und ihre Energie ist
daher weniger sensitiv auf Variationen in der Breite der Tdpfe. Die Bauelement
Charakteristika dndern sich damit nur geringfiigig bei moderaten Schwankungen
der Topf-Dimensionierung. Man beachte, dass der Spannungsabfall lediglich an
den CaFy Schichten erfolgt.
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Abbildung 3.9: Berechnete Strom-Spannungs-Charakteristika von drei-
Barrieren CoSiy/CaFs Tunneldioden mit unterschiedlicher erster (m) und zweiter
(n) Toptbreite. Als Temperatur wurde jeweils 77 K angenommen. Die Barrieren

waren stets 3 TL (0,9 nm) dick.

Gleich bleibend hoch ist auch das P/V-Verhiltnis. In den weiteren untersuchten
Varianten #nderte sich diese Situation nicht. Fluktuationen der Topfbreite von
wenigen TL sollten daher aus theoretischer Sicht einer Anwendung dieser Struktur

als Bauelement nicht entgegenstehen.

Einfluss der Barrierendicke

Noch filigraner als die Topfe sind die im Sub-Nanometer-Bereich gehaltenen Bar-
rieren. Verringert man die Dicke der mittleren CaFy Schicht, fillt ein kleinerer An-
teil der externen Spannung daran ab und die Resonanz verschiebt sich zu héheren
Potenzial-Differenzen. Die einhergehende verstirkte Koppelung der Topfe schligt
sich in einer tendenziell h6heren Stromdichte nieder. Wird hingegen die Barrieren-
dicke erhoht, vergroflert sich der Spannungsabfall zwischen den Té6pfen und das
Bauelement kommt friiher in Resonanz. Zudem sollte die Stromdichte fallen.

Eben diese erwarteten Effekte zeigt Abb. 3.10. Die Resonanz wandert bei einer
2 TL Barriere bereits auflerhalb des dargestellten Spannungs-Intervalls. Die ho-
hen Stromdichten in diesem Fall fiihren zudem zu einer raschen Zerstérung der
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Abbildung 3.10: Strom-Spannungs-Charakteristika der TBRTD aus Abb. 3.4
fiir mittlere Barrieren von 2, 3 und 4 TL Dicke.

RTD. Eine Erhohung der mittleren Barrierendicke auf 4 TL, senkt die Resonanz-
Spannung auf rund 3 V und erniedrigt die Stromdichte im Maximum um rund
zwei Groflenordnungen. Wegen der exponentiellen Abhéngigkeit des Transmissi-
onskoeflizienten von der Barrierendicke wird die Stromdichte von den lokal diinn-
sten CaFy-Schichten dominiert. Bereiche mit vier statt drei TL Barriere modi-
fizieren die Kennlinie nur gering, diinnere Barrieren werden aber das Bauele-
ment unbrauchbar machen. Trotz des mittlerweile reichen Erfahrungsschatzes
im Wachstum von CaF, Schichten, diirfte dies das technologisch am schwer-
sten beherrschbare Problem sein. Ein Ausschmieren der Resonanz infolge lateraler
Dicken-Fluktuationen ist aber aufgrund der hohen Leitfahigkeit der metallischen
Quantentrége nicht moglich.

3.3.3. Substrat-Orientierung

Industriell wird mit Abstand am hiufigsten (001)-Silizium als Substrat verwen-
det. Obwohl das Wachstum von CaFy und CoSiy auf (001)-orientiertem Silizi-
um deutlich schwerer realisierbar ist als auf einer (111)-Si Oberfliche [28], ist
fiir die Integration von Metall/Isolator-Bauelementen in die konventionelle MOS-
Technologie eine Kompatibilitidt der Technologie zu verbreiteten Produktionslini-
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Abbildung 3.11: Strom-Spannungs-Kennlinie einer auf (001)-Si Substrat ge-
wachsener CoSiy/CaF; TBRTDn bei 4 K. Die Legende gibt die Anzahl der Mo-
nolagen des ersten (m) und zweiten (n) Quantentopfs an.

en wiinschenswert. Da die detaillierte Wachstumskinetik den Rahmen dieser Ar-
beit iibersteigt, soll lediglich untersucht werden, ob eine ideale in [001]-Richtung
gewachsene Heterostruktur iiberhaupt resonanten Transport unterstiitzt und ex-
perimentelle Bemiithungen in diese Richtung aus theoretischer Sicht lohnenswert
erscheinen.

Durch die [001]-Substrat-Orientierung werden alle k-Raum Punkte entlang der
I'-X.-Linie der fcc-Brillouin-Zone auf den Ursprung im k-Raum projiziert. Eben-
so kollabiert die Gerade zwischen den in Wachstumsrichtung gegeniiberliegenden
L-Punkten auf einen Punkt in derselben Projektion.

Abb. 3.11 zeigt die Strom-Spannungs-Charakteristika von TBRTDn bei 4 K mit
jeweils 3 Monolagen (0,8 nm) CaFs,. Die beiden CoSi, Topfe sind jeweils m und
n Monolagen breit, wobei eine Monolage CoSi, 0,27 nm entspricht.

Die berechneten Strom-Spannungs-Charakteristika weisen je zwei bis drei rela-
tiv breite Resonanzen auf, deren Position mit Ausnahme der Resonanz um 2,8 V
sensitiv von der Topfbreite abhéingt. So wird die Resonanz bei 2,3 V von den Ab-
messungen des zweiten Quantentopfs bestimmt. Die Stromdichte liegt trotz der
schméleren Barrieren im Mittel etwa vier Groflenordnungen unterhalb der (111)-
Strukturen von Abb. 3.9. Schmailere Isolatorschichten zur Erhéhung der Strom-
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dichte verbieten sich wegen der begrenzten Durchbruch-Feldstirke von CaF,. Die
fiir technische Anwendungen erforderlichen Stromdichten von wenigstens einem
kA /cm? werden hier um einige Grofienordnungen unterschritten. Zusammen mit
den stark von der Geometrie abhéngigen Kennlinien scheinen — aus theoretischer
Sicht — Anstrengungen in diese Richtung wenig lohnend zu sein.



KAPITEL 4

ANALYSE VON AU/GAAS GRENZFLACHEN
MITTELS BEEM

Gegenstand dieses Kapitels ist die theoretische Beschreibung der ballistischen
Elektronen Emissions Mikroskopie (BEEM) [54, 55]. Prinzipiell ist BEEM eine auf
drei Kontakte erweiterte Rastertunnel-Mikroskopie (STM), bei der heifie Elektro-
nen aus einer STM-Spitze iiber eine diinne metallische Basis in einen Halbleiter
tunneln und mittels eines Riickkontakts detektiert werden.

Urspriinglich wurde diese Methode zur Ermittlung der Schottky-Barrieren-Hohe
[56, 57, 58, 59|, spiter aber auch zum Studium von Bandoffsets [60] oder der
Position hoherer AlAs Leitungsbdnder [56] verwendet.

Liegt zwischen Au-Film und Riickkontakt eine Tunneldiode, kann ihr Trans-
missions-Verhalten mit Hilfe der ballistischen Elektronen untersucht werden. Be-
kannte Filter-Charakteristika resonanter Tunneldioden lassen sich jedoch nicht
nur zur Generation definierter (£, k) )-Verteilungen einsetzen, sondern auch um-
gekehrt zur Analyse der von der Metall/Halbleiter-Grenzfliche einfallenden Elek-
tronen-Verteilung. Aufgrund experimenteller Daten [61] vermutete man, dass die
Au/GaAs Grenzfliche in Verbindung mit einer nur wenige Nanometer unter dem
Au-Film liegenden Tunneldiode zu k-Filter Effekten fiihrt [62, 63]. Inwieweit dies
zutrifft und welcher Mechanismus dafiir verantwortlich ist, soll in diesem Kapitel
untersucht werden.

Die experimentellen Daten wurden mit folgender Anordnung gewonnen': Eine
speziell priaparierte Au-Spitze wurde mittels Piezo-Aktuatoren wenige Nanome-
ter iiber der Probe positioniert, auf die ein 7,5 nm dicker Au-Film aufgedampft

! Die Experimente wurden von der Gruppe von Prof. Dr. J. Smoliner, Institut fiir Festkorper-
elektronik, TU Wien ausgefiihrt.
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wurde. Die Probe selbst besteht aus einem undotierten (001)-GaAs Substrat auf
dem ein n-dotierter Kollektor und eine undotierte 150 nm dicke GaAs Puffer-
Schicht aufgewachsen wurde. Dariiber liegt eine GaAs/Alg 4GaggAs DBRTD mit
einer Barrieren- und Topfbreite von 3,7 nm bzw. 3 nm. Abb. 4.1 zeigt das selbst-
konsistent berechnete Bandkanten-Profil der Anordnung inklusive ihrer Beschal-
tung. Mittels der Piezo-Aktuatoren wird der Tunnelstrom I; durch die STM-Spitze
konstant bei 5 nA gehalten.

35
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Die meisten der emittierten Elektronen streuen in der polykristallinen Au-Schicht
inelastisch und konnen dann die Schottky-Barriere von rund 0,9 eV zwischen Au
und GaAs nicht mehr iiberwinden. Zudem sind die effektiven Massen in Gold
und GaAs stark unterschiedlich. Diese Fehlanpassung der Bandstrukturen fiihrt
— zumindest in der Ndhe der Leitungsbandkante — zu einem Filter fiir Elektro-
nen mit kleinen [kj|. Die verbleibenden, teilweise elastisch gestreuten Elektronen
kdnnen je nach Energie und k;; die RTD passieren oder werden von ihr reflektiert
und von der Basis abgesaugt. Der Kollektor-Strom Igggy liegt daher mit weni-
ger als einem pA mehrere Gréflenordnungen unter I;. Aus dem BEEM-Spektrum
Iggem (Vi) lassen sich daher Riickschliisse auf die (£,k)-Verteilung derjenigen
Elektronen ziehen, welche die Au/GaAs Grenzfliche passiert haben.

4.1. Theoretische Beschreibung

Prinzipiell kann der Tunnelstrom mit dem in Kapitel 2 ausgearbeiteten Streufor-
malismus beschrieben werden. Besondere Betrachtung erfordert hier jedoch die
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STM-Spitze und die polykristalline Deckschicht. Die Erkenntnis, dass nur sehr
wenige der emittierten Elektronen den Au-Film elastisch durchlaufen und zum
Messsignal beitragen, fiihrte zu der Einsicht, dass die zugrunde liegende Phy-
sik auch durch direktes Eintreten der Elektronen aus der um eV, promovierten
Au-Bandstruktur in GaAs beschrieben werden kann. Die STM-Spitze geht also
iiber ihr Emissions-Spektrum und ihre Fermi-Energie in das Modell ein. Von der
Au-Deckschicht nimmt man implizit an, dass sie die Elektronen-Verteilung nicht
weiter modifiziert. Um den Einfluss der Au-Bandstruktur zu testen, wurde diese
bei konstantem Ej starr verschoben. Dies wirkte sich jedoch kaum auf den Tun-
nelstrom aus, was auf eine passive Rolle des Goldes als , Elektronen-Lieferant*
hindeutet.

Implizit beschreibt diese Methode den BEEM-Strom iiber flichiges Tunneln. Da
weder die aktive Fliche noch der Anteil der inelastisch gestreuten Elektronen
bekannt ist, kann der absolute Kollektor-Strom auch nicht berechnet werden. Fiir
einen Vergleich mit dem Experiment miissen daher zwei Parameter angepasst
werden: Die effektive aktive Fliche, sowie die Hohe der Schottky-Barriere.

In dem verbreiteten und auf der effektiven Massen Theorie basierenden Bell-
Kaiser Modell [54, 55] werden zum Vergleich insgesamt sechs Parameter ange-
passt. Neben der Schottky-Barrieren-H6he und einer effektiven Fliache sind dies
die energetischen Abstdnde der I'-; X- und L-Téler sowie die Verhéltnisse ihrer
Massen. Wihrend die energetische Separation der Leitungsband-Téler noch in
guter Ubereinstimmung mit den Literatur-Werten sind, weichen die entsprechen-
den effektiven Massen erheblich von den Ergebnissen anderer Experimente und
ab-initio Rechnungen ab.

Im Tight-Binding Modell werden trotz der vorgenommenen Vereinfachungen und
der vergleichsweise geringen Anzahl von Fit-Parametern, die experimentell gemes-
senen BEEM-Spektren gut wiedergegeben. Lediglich die Beitrége der via L- und
X-Téler propagierenden Elektronen sind zu grof}, was jedoch auch in anderen
k-erhaltenden Modellen [55, 64, 65] der Fall ist.

Uber die genaue Morphologie der Au/GaAs Grenzfliche ist nur sehr wenig
bekannt. Unter anderem zeigten BEEM-Messungen [66, 67, 68|, dass schon bei
Raumtemperatur Gold mehr als zwei Monolagen tief in das GaAs eindiffundiert.
Da iiber den Diffusionsweg keine genauen Informationen vorliegen, wurde ange-
nommen, dass Au auf Zwischengitterplitzen des Zinkblende-Kristalls sitzt. Um
den Einfluss dieser Au-Atome auf die BEEM-Spektren zu bestimmen, wurden
alle Berechnungen einmal unter Annahme einer idealen, d.h. atomar scharfen,
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Grenzfliche und einmal fiir eine ,legierte“ Grenzfliche durchgefiihrt. Statistisch
verteilte Au Atome in den ersten beiden Monolagen konnen mit der in Kapitel
2 beschriebenen Methode nicht direkt berechnet werden, da die laterale Periodi-
zitat als notwendige Voraussetzung in die Ableitung einging. Es ist aber moglich
laterale Ubergitter-Zellen zu konstruieren, innerhalb derer Au Atome zufillig auf
Zwischengitter-Platze der ersten beiden Monolagen verteilt sind. Die kj-Erhaltung
reduziert sich dadurch auf die des entsprechenden Ubergitter-Vektors, was —
in Grenzen — eine elastische Streuung im kj-Raum erlaubt. Der hohe num-
merische Aufwand erfordert eine Beschrinkung der Simulationen auf 3 x 1 oder
2 x 2 Ubergitter. Soweit nicht anderweitig angegeben beziehen sich die Ubergitter-
Rechnungen auf 3 x 1 Zellen.

4.2. Vergrabene Tunneldioden

Die erste betrachtete BEEM-Struktur besitzt eine 10 nm GaAs Schicht zwischen
Au-Film und RTD. Anordnungen mit Deckschichten von 10 nm oder mehr werden
als ,,vergrabene RTDn, solche mit geringeren Deckschichten als ,,oberflichenna-
he“ RTDn bezeichnet. Abb. 4.2 zeigt ein experimentelles BEEM-Spektrum (Kreu-
ze) sowie zwei theoretische BEEM-Spektren (Linien) einer vergrabenen Struktur.
Bei der Einsatz-Spannung V; &~ 1 V liegen die Fermi-Energie der STM-Spitze und
der quasi-gebundene Zustand der RTD auf gleichem Niveau und Elektronen an der
Fermi-Kante mit |k;| ~ 0 konnen die Struktur resonant durchtunneln. Mit wach-
sendem V; tragen zunehmend groflere kj-Werte zum Strom bei, was sich wegen
der ndherungsweisen Parabolizitdt des Leitungsband-Minimums in einer linearen
Zunahme des Stroms duBert. Ubersteigt V; etwa 1,25 V, tunneln die Elektronen
zusétzlich {iber das GaAs L-Tal und Igggy steigt steiler — aber wieder linear —
an. Mit zunehmender Energie der Elektronen erfolgt der Transport iiber immer
mehr Kanéle und der Anstieg von Igggy beschleunigt sich zunehmend.

Die Tight-Binding Rechnung iiberschitzt den Beitrag der L-Tal Elektronen zum
Strom, wie man an dem zu steilen Anstieg der beiden Theorie-Kurven oberhalb
von 1,25 V erkennen kann. Qualitativ verhalten sich die theoretischen Spektren
fiir ideale (durchgehende Linie) und legierte (gestrichelt) Grenzflichen gleich und
sind identisch mit dem Experiment.

Abb. 4.3 zeigt fiir einige Spannungen aus dem linearen Bereich von Abb. 4.2 die
Verteilung des Stroms im kj-Raum. Die Abszisse entspricht kj-Werten entlang
der K — I' — K Linie in der Ndhe des I'-Punktes. Auf der Ordinate ist die iiber
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Abbildung 4.2: BEEM-Strom als Funktion von V; bei 4,2 K. Die RTD wurde
mit 10 nm GaAs bedeckt. Die durchgehende (gestrichelte) Kurve zeigt die berech-
neten Kennlinien unter der Annahme einer idealen (legierten) Grenzfliche. Mit
Kreuzen sind die experimentellen Ergebnisse eingezeichnet.

die Energie integrierte und gewichtete Transmissionswahrscheinlichkeit Gl. (2.19)
aufgetragen:

7'(1) = [ dE L eV + E)  fa (E)T (EX)

Wie auch aus der Theorie der effektiven Masse zu erwarten ist, verbreitert sich

die kj-Verteilung mit wachsenden V;. Ein Elektron mit Gesamtenergie E und
effektiver Masse m* durchlduft die RTD mit der Resonanz-Energie E,. genau
dann resonant, wenn F = F,. + hzkﬁ/Qm* gilt.

4.3. Tunnel-Strukturen nahe der Oberfliche

Die Situation &ndert sich qualitativ fiir Deckschichten im Bereich weniger Na-
nometer. Wie in Ref. [61] berichtet wird, beobachtet man bei oberflichennahen
RTDn zunéchst einen linearen Anstieg, der aber ab ca. 1,15 V plateauartig ab-
flacht (vgl. gepunktete Linie in Abb. 4.4). Dieser Effekt wurde bei verschiedensten
Resonanz-Strukturen beobachtet, ist aber am ausgeprégtesten fiir schmalbandige
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Abbildung 4.3: Uber die Energie integrierte Transmissionswahrscheinlichkeit
der Struktur aus Abb. 4.1 als Funktion von k|, entlang der K-I'-K Linie. Die
Verteilungen fiir die ideale und legierte Grenzfliche unterscheiden sich lediglich in
einem konstantem Faktor.

Energie-Filter, wie Ubergittern. Interessanterweise sagt — unabhingig von der
Deckschichtdicke — sowohl das Bell-Kaiser-Modell als auch die Tight-Binding
Rechnung fiir ideale Grenzflichen (durchgehende Linie in Abb. 4.4) einen linearen
Anstieg vorher.

Beriicksichtigt man mit der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Methode, dass die
ersten zwei Monolagen GaAs legiert sind und erlaubt man auf diese Weise ela-
stische kj-Streuung, flacht der Anstieg des BEEM-Stromes (gestrichelte Linie in
Abb. 4.4) wie im Experiment deutlich ab. Wie Vergleichs-Rechnungen mit einem
lateralen 2 x 2 Ubergitter ergaben, ist dieses Verhalten unabhiingig von der spezi-
ellen Form der Ubergitter-Zelle sowie der Positionierung der Au Atome. Obwohl
die vergleichsweisen kleinen Ubergitter-Zellen die aperiodische Grenzfliche nur
begrenzt beschreiben kénnen, wird das qualitative Verhalten der Struktur gut
wiedergegeben.

Anhand der Strom-Verteilung im kj-Raum in Abb. 4.5 erkennt man deutlich,
dass die Transmissionswahrscheinlichkeit von Elektronen mit gréfierem |k|| in le-
gierten (b) Strukturen im Vergleich zu idealen (a) unterdriickt ist. Rechnungen
mit einem 2 x 2 Ubergitter zeigen ein noch deutlicheres Abschniiren der Verteilung
bei etwa 0,17 nm™', was einem Ej| = thﬁ/Qm* von rund 16 meV entspricht. Auf
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Abbildung 4.4: BEEM-Spektrum einer oberfliichennahen DBRTD. Die ge-
punktete Kurve zeigt die Messung, wihrend die durchgehende bzw. gestrichelte
Kurve die Rechnungen fiir die ideale bzw. legierte Grenzflache zeigt. Um einen Ver-
gleich zu ermoglichen wurde mittels eines Skalierungsfaktors ihre Anfangs-Steigung

aneinander angepasst.

einen Filter fiir kleine |kjj| deuten auch Magnetotransport-Experimente [63] an
oberflichennahen RTDn hin. Im Magnetfeld bilden sich im Quantentopf Landau-
Niveaus aus, die beim Verlassen des durch den Filter eingeschrénkten |k |-Bereichs
zu Shubnikov-de-Haas artigen Oszillationen im Tunnelstrom fithren. Aus der Fre-
quenz in 1/B ergibt sich eine Ej-Filterbreite von rund 11 meV, was mit dem
theoretischen Wert von 16 meV im Rahmen der Erwartungen iibereinstimmt.

Aus dem Verschwinden des sub-linearen Anstiegs bei tiefer liegenden RTDn
kann geschlossen werden, dass am fokussierten Tunneln Au/GaAs-Grenzfldchen-
Zustinde beteiligt sind. Solange sich die DBRTD in der Néhe der Defekt-Atome
befindet, konnen die Elektronen iiber die Grenzflichen-Zusténde in die RTD tun-
neln. Wird der Abstand erhoht reifit dieser Pfad ab. Die Aperiodizitit der Defekte
bedingt die Dispersionslosigkeit der zugehorigen Zustdnde, was wiederum zu ei-
nem weiteren Filter im Energie/k)-Raum fiihrt.
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Abbildung 4.5: Uber die Energie integrierte Transmissions-Wahrscheinlich-
keit fiir eine ideale (a) und legierte (b) Grenzflache bei unterschiedlichen V;.
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EINLEITUNG

Der zweite Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit Halbleitern in Magnetfeldern.
Im Gegensatz zu den meisten Publikationen zu diesem Thema soll hier spezi-
ell auf Felder oberhalb des stérungstheoretisch zugénglichen Bereichs bis eini-
ge zehn Tesla eingegangen werden. Die wenigen Arbeiten zu diesem Gebiet be-
handeln — aus nummerischen Griinden — entweder stark vereinfachte Modelle
(69, 70, 71] oder extrapolieren storungstheoretische k - p-Modelle mit Hilfe von
Fit-Parametern [72].

Das herausragendste Beispiel zu Ersterem stellt die Arbeit von Hofstadter [16]
dar. Er simulierte ein zweidimensionales Elektronengas im Magnetfeld mittels
eines einfachen, dafiir aber teilweise analytisch handhabbaren, Einband-Tight-
Binding Modells. Die in einem quadratischen Gitter angeordneten s-Orbitale kop-
peln dabei mit ihren ndchsten Nachbarn {iber die mit einer Peierls-Phase versehe-
nen Matrixelemente. Trotz der Einfachheit dieses Modells liefert es ein fraktales
Energiespektrum. Ebenfalls fraktale Funktionen des Magnetfeldes folgen fiir die
damit zusammenhéngenden physikalischen Gréflen, wie die Leitfihigkeit und die
Fermienergie. Die Giiltigkeit dieses Modells ist jedoch auf zwei Grenzfille be-
schriankt: Sehr kleine Felder, bei denen der magnetische Fluss pro Gitterzelle ®
klein gegeniiber dem elementaren Flussquant ®y := h/e ist, und Felder, bei denen
® grof3 gegeniiber @, ist. Allerdings tritt in letzterem Fall die fraktale Struktur
innerhalb des verbreiterten Landau-Levels auf. Dieser Grenzfall kann z.B. durch
Antidot-Gitter in einem zweidimensionalen Elektronengas realisiert werden.

Durch die groflen experimentellen Fortschritte in den letzten Jahren auf dem
Gebiet der Erzeugung ultra-hoher Magnetfelder konnen mittlerweile Spitzenfel-
der von rund 2800 Tesla erreicht werden [73]. Obwohl diese Experimente mit
einem erheblichen technischen Aufwand verbunden sind und die kaskadenartigen
Implosions-Sprengungen zur Zerstérung der Probe fiihren, erhilt man dennoch
dank ausgefeilter Messmethoden quantitative Aussagen iiber elektronische Eigen-
schaften von Halbleitern in diesen Feldern. Zur Interpretation dieser Resultate
wurde bisher die auf endliche Magnetfelder erweiterte k - p-Methode (P - p) ein-
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gesetzt [72, 74, 75]. Da das Magnetfeld B nur storungstheoretisch in das Modell
aufgenommen wird, weist die k - p-Methode jedoch drei gravierende Nachteile auf:
Erstens miissen aufgrund der mit dem Feld zunehmenden Diskrepanz zwischen
Theorie und Experiment Fit-Parameter eingefiihrt werden, welche die Rechnun-
gen bei moderaten Feldern (<100 T) an das Experiment anpassen, um die Zuord-
nung der beobachteten Resonanzen bei hohen Feldern zu ermdglichen. Zweitens
mischen bei hohen Feldern sehr viele, oftmals energetisch weit entfernt liegende,
Béander und k-Raum Zusténde, wie I'- und X-Tal, zu einem Zustand. Die k - p-
Methode entwickelt aber die Bandstruktur um einen Punkt der Brillouin-Zone
und ermoglicht daher keine addquate, simultane Beschreibung Symmetrie-indqui-
valenter Tiéler. Drittens sind nichtperturbative Effekte, wie z.B. das zu fraktalen
Energiespektren fiihrende Chaos, prinzipiell unzugénglich.

Bei der empirischen Tight-Binding-Methode treten diese Nachteile jedoch nicht
auf. Die relativistischen sp*d®s*-Modelle [7] erlauben eine realistische Beschrei-
bung der Valenz- und Leitungsbénder iiber die gesamte Brillouin-Zone hinweg.
Wiihrend die gebriuchlichen sp3s*-Modelle mit nur 12 Leitungsbéindern oft zu
hohe effektive Massen in den hoheren Leitungsband-Télern aufweisen [76], ist dies
in den sp*d°s*-Modellen (32 Leitungsbéinder) kaum mehr der Fall.

Tight-Binding Modelle mit nur einem 7-Orbital und ohne Spin wurden u.a. zur
Berechnung der Magnetobandstruktur von Kohlenstoff-Rohren [77] und -Béndern
(78] eingesetzt. Mit einem 10-Band sp3s*-Tight-Binding Modell ebenfalls ohne
Spin berechneten Graf et al. [79] die Magnetobandstruktur von GaAs entlang ei-
ner Symmetrierichtung fiir eine Feldstirke. Wie sich jedoch herausstellte, sind die
Ergebnisse aufgrund von Schwichen in dem verwendeten Tight-Binding Parame-
tersatz lediglich qualitativ richtig (vgl. Abschnitt 12.1).

Der zweite Teil dieser Arbeit gliedert sich wie folgt: In den ersten beiden Kapi-
teln werden die kanonischen Operatoren im Magnetfeld definiert und die magne-
tischen Translations-Operatoren diskutiert. Um den Einsatz von Tight-Binding-
Methoden fiir die semi-quantitative Berechnung von Magnetobandstrukturen zu
rechtfertigen, wird im darauf folgenden Kapitel die Form der Peierls-Phase mo-
tiviert, die einhergehenden Fehler abgeschitzt, sowie die effektive magnetische
Einheitszelle abgeleitet. In Kapitel 8 werden die fiir die k-Raum Integration wich-
tigen verbleibenden Punkt-Symmetrien des Hamilton-Operators untersucht. Um
die Interpretation der Zustdnde nummerisch gewonnener Magnetobandstrukturen
zu erméglichen, wird in den folgenden Kapitel iiber ein analytisches Modell die
Verbindung zwischen Tight-Binding und Enveloppen-Theorie hergestellt.
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Fiir einen Vergleich mit Experimenten miissen aus den magnetischen Zusténden
observable Groflen wie die optische Absorption ermittelt werden. Dafiir wird in
Kapitel 10.2 die transversale optische Dielektrizitits-Konstante im Tight-Binding
Formalismus fiir endliche Magnetfelder abgeleitet. Kapitel 11 dokumentiert die
Implementierung dieser Gleichungen und vergleicht Vorhersagen im Niederfeldli-
mes mit denen der k - p-Theorie.

Die letzten beiden Kapitel befassen sich schliefllich mit der Anwendung der Theo-
rie auf reale Halbleiter wie GaAs und GaSb und mit der Frage, ob fraktale Ener-
giespektren in Volumenhalbleitern beobachtbar sind.



KAPITEL 5

KANONISCHE OPERATOREN

Der einfachste Ubergang von den feldfreien Operatoren der Energie und des Im-
pulses

E= m% (5.1)
p = —ihV (5.2)

zu den entsprechenden kanonischen Operatoren im elektrischen und magnetischen
Feld folgt direkt aus der Forderung einer lokalen SU(1) Eichinvarianz

W(r, t) — eXEDW(r, 1) (5.3)
der Wellenfunktion [80]:
e,
E— zh% —V(r) (5.4a)
p = p+eA(r) = —ihiV + eA(r). (5.4b)

Mit V(r) ist dabei die lokale (elektrostatische) potenzielle Energie! bezeichnet, die
gitterperiodisch sein soll. Um Missverstédndnissen vorzubeugen, wird auch im Fol-
genden mit p weiterhin der feldfreie Impuls-Operator bezeichnet. Der kanonische
Impuls dagegen mit:

II=p+eA(r). (5.5)

Im Folgenden wird V etwas unsauber, aber dem Sprachgebrauch entsprechend, als ,,Poten-
zial“ bezeichnet.

20
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Eine Eichtransformation nach Gl. (5.3) ist dquivalent mit einer Substitution von
A und V entsprechend:

A— A- ﬁVx, (5.6a)
e
VoVt h%. (5.6b)

Mit x(r,t) wurde wie in Gl. (5.3) eine lokale Eichfunktion bezeichnet. Eine Ande-
rung der Eichung nach Gl. (5.6a,5.6b) lisst die Erwartungswerte aller Observablen
invariant. Um eine unnotige Verkomplizierung zu vermeiden, wird die explizite
Zeitabhingigkeit in der Notation unterdriickt. Zudem wird in dieser Arbeit fiir
analytische Rechnungen meist die symmetrische, bei nummerischen Berechnun-
gen ausschliefflich die asymmetrische (Landau) Eichung verwendet:

_1 —1lp(_ T i i
Alr) = 5T X B - 5B (—y,,0) symmetrls.che El({hung (5.7)
B (0,z,0) asymmetrische Eichung

Das Magnetfeld soll stets rdumlich homogen und parallel zur z-Achse gerichtet
sein. Folglich lautet der Hamilton-Operator H im Magnetfeld

UB

1
H=_—TII’+V ‘B —
+V(r) + pupo 502

2m

o-VV xIL (5.8)

Eine wichtige Grofle in diesem Zusammenhang ist I1., die durch
II..=II+erxB (5.9)

definiert ist. Wie man nach etwas Algebra sieht, vertauscht jede Komponente von
IT. mit jeder Komponente des kanonischen Impulses [69]

[(H)i,(l'[c)j] —0 Vije{1,23) (5.10)

und daher auch mit jeder Funktion von II, also im Fall freier Elektronen mit dem
Hamilton-Operator. Fiir konstantes Potenzial stellt II. damit eine Erhaltungs-
grofle dar. Wie durch Bilden der zeitlichen Ableitung gezeigt werden kann, gilt
Letzteres auch im klassischen Grenzfall.

In Anhang A werden Losungen der Schrédingergleichung im Magnetfeld fiir kon-
stantes Potenzial (Landau-Theorie der freien Elektronen) diskutiert. Dabei zeigt
sich, dass die Wellenfunktionen bei symmetrischer Eichung in beiden Richtungen
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senkrecht zum Magnetfeld lokalisiert sind, wihrend dies bei asymmetrischer Ei-
chung nur in einer Richtung der Fall ist. Aufgrund der Entartung der Zustidnde
an verschiedenen Orten (konstantes Potenzial) spiegelt dies keine physikalische
Eigenschaft wider, sondern lediglich eine willkiirliche Wahl der Eichung.



KAPITEL 6

SYMMETRIEN IM MAGNETFELD I:
DIE MAGNETISCHE TRANSLATIONS-(GRUPPE

Der bisherige (feldfreie) Translations-Operator g, um einen Gittervektor R,

h

vertauscht im Magnetfeld nicht mit dem Hamilton-Operator. Daher muss ein neu-
er, magnetischer Translations-Operator T), mittels IT. aus Gl (5.9) konstruiert
werden [69]:

Tr, = exp {—ERL : p} (6.1)

Tyr = exp {—%R : HC} . (6.2)

Man kann T} in eine gewohnliche feldfreie Translation und eine eichungsabhéingige
Phase aufspalten. Im Falle der symmetrischen Eichung ergibt sich dabei:

Thr = exp [—%R : p] exp [—%R T X B} = Trexp {%A(r) -R] . (6.3)

Falls T, eine Translation vermittelt, die der Periodizitit des Potenzials V' ent-
spricht, kommutiert Th; g, auch mit dem Hamilton-Operator im Magnetfeld:

(H,Tugr,] =0 (6.4)

Im Gegensatz zum feldfreien Fall ist die Gruppe der magnetischen Translationen
nicht mehr abelsch. Es gilt vielmehr unabhéngig von der gewihlten Eichung [69]:

e

TMleTM,RZ = exp |:—2—hB . R1 X R2:| CZ_Y]\/[71:{1_|_1:{2 (65)
e

= exp |:—%B . R1 X R2:| 1—7]\/[7112,1—’1\4,1:{1 (66)

23
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Insbesondere gilt obige Identitét fiir den Fall, dass R; und Ry ein ganzzahliges
Vielfaches der primitiven Translationen a;, a,, a3 sind. Fiir Translationen um Git-
tervektoren existiert ein wichtiger Spezialfall: Sollte der magnetische Fluss durch
jede Seitenfliche des von ai,as, ag aufgespannten Parallelepipeds ein rationales
Vielfaches des elementaren Flussquants &4 = % sein

h
B.ajxa; =% .2 g (6.7)
qr € dk

mit Dk € Z; qr € Na (iaja k) € {(1a273)a (273a1)7 (3a172)}7

so besitzt Ty g eine abelsche Untergruppe. Diese Bedingung ergibt sich aus der
Forderung, dass ein magnetisches Ubergitter mit primitiven Translationen a/, aj,
a), existieren muss, fiir das die Exponentialfunktion in Gl. (6.6) stets gleich eins
ist und zudem die a), a,, aj primitive Translationen des Gitters sind. Die Ty, ver-
halten sich dann entsprechend gewohnlichen Translationen im feldfreien Fall, nur
dass die a; eine vergrofierte, magnetische Einheitszelle definieren. Dieser Sonderfall
eines so genannten ,rationalen Feldes“ soll im Folgenden ausschlieflich betrach-
tet werden. Die so genannte magnetische Einheitszelle kann wie folgt konstruiert
werden [82]:

Konventionell wihlt man zunéchst aj parallel zum Magnetfeld. Dazu bestimmt
man das kleinste gemeinsame Vielfache (KGV) der drei Nenner aus Gl. (6.7)

Q = KGV [QD g2, (13] (6-8)

und den grofiten gemeinsamen Teiler (GGT) der damit erweiterten Briiche:

P :=GGT [Q%, Q&,Q@] . (6.9)
1

92 g3
Der kleinste Gittervektor parallel zu B ist dann'

a; = Clizi a; + Clizj as + C]gzz as. (6.10a)

Sind 0.B.d.A. a;,ay linear unabhéngig von aj, so ergeben sich die beiden ver-
bleibenden primitiven magnetischen Gittervektoren durch Multiplikation von a;

!Die Parallelitiit sieht man am einfachsten aus folgender Darstellung des Magnetfeldes: B =
((I)lal + -+ ‘1)333)/(31 X ag - a3) wobei (I)l = a2 X ag- B usw.
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oder a, mit ):

aj := Qay, (6.10D)
a, 1= ay. (6.10c)

Die Exponentialfunktion in Gl. (6.6) ist wegen der Gl. (6.7) fiir alle Translationen
um R' = nja) + noal, + nzaj mit ganzzahligen n; gleich eins. Die Gittervektoren
a) und a), wurden also so groff gewihlt, dass durch die von ihnen aufgespannte
Fliche ein ganzzahliges Vielfaches von @y := h/e flieit. Ein Elektron gewinnt
beim Umlaufen dieser Fléche effektiv keine Phase. Eine in diesem Zusammenhang
oft benotigte Darstellung des Magnetfeldes durch den Gittervektor aj ist:
P aj

B=d—— 3
0Q3.1'3.2X3.3

(6.11)

Da die a] auch Gittervektoren sind, gehorchen die magnetischen Translationen
um a; den gleichen Kommutations-Regeln wie die feldfreien Translationen — nur
mit einer vergroferten Einheitszelle. Insbesondere gilt wegen [Ty g, H] = 0 das
Bloch-Theorem:

U, k(r) = exp[—ik - r] u,x(r). (6.12)

Mit k bzw. n sind nun aber der in die magnetische Brillouin-Zone zuriickgefaltete
Wellenvektor und der Band/Subbandindex bezeichnet. Auch u ist nur noch auf
der magnetischen Einheitszelle periodisch.

Da im Falle von magnetischen Gittern Ry, den Ubergitter-Vektor bezeichnet,
muss ein zusitzlicher Index m = 0,..., Q) — 1 eingefiihrt werden, der die einzelnen
kristallinen Einheitszellen innerhalb der magnetischen Einheitszelle durchnum-
meriert. Der Multiindex [ ist damit Funktion der magnetischen Gitterzelle L, der
Einheitszelle m und des Basisatoms A:

R; =R, +R,, +7)=(Qn; +m)a; +nsay + nza; + 7, (6.13)

Ein Flussquant pro Einheitszellen-Fléche entspricht fiir iibliche Gitterkonstanten
von einigen Angstrom astronomisch hohen Magnetfeldern von mehr als 10* Tesla.
Fiir im Labor realisierbare Felder werden die Nenner in Gl. (6.7) dementsprechend
grof}. Magnetische Einheitszellen beinhalten daher selbst fiir Felder von einigen
hundert Tesla kaum weniger als einige tausend Atome.
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Wie aus der Wahl der magnetischen Gitterzelle (Gln. (6.10a,6.10b,6.10¢)) er-
sichtlich ist, nimmt die magnetische Brillouin-Zone bei kleinem Magnetfeld die
Gestalt eines Stabes an, d.h. sie ist in einer Richtung weniger stark ausgedehnt
als in den anderen beiden.

Soll die symmetrische Eichung verwendet werden, ist eine Einheitszelle von Vor-
teil, die ebenfalls keine Achse willkiirlich auszeichnet. Eine geeignete Wahl fiir
tetragonale Kristalle mit aj = aj ist

" Coall Coall
a; = Qa;; a; = Qay; a; = as.

Die so generierte magnetische Zelle enthilt Q? Einheitszellen und ist damit Q-
mal so grofy wie die von aj, a), aj aufgespannte Zelle. Die Brillouin-Zone ist um
eben diesen Faktor kleiner. Jedoch ist es moglich, auch die Brillouin-Zone des
zu al,aj, aj gehorigen Gitters durch Symmetrie-Uberlegungen auf ein ()-tel zu
reduzieren, so dass die gleiche BZ wie fiir a entsteht.



KAPITEL 7

MAGNETISCHE FELDER IN TIGHT-BINDING

7.1. Peierls-Phase und Peierls-Substitution

In seiner richtungweisenden Arbeit von 1933 verwendete Peierls [15] zur Berech-
nung des Diamagnetismus von Leitungselektronen in Tight-Binding Naherung ei-
ne Konstruktion, die sich bis heute grofler Beliebtheit erfreut. Ausgangspunkt ist
einen isoliertes und um den Koordinatenursprung zentriertes Atom-Orbital, das
sich in einem externen Magnetfeld mit symmetrischer Eichung befindet. Selbst
bei sehr groflen Feldern von weit {iber 1000 Tesla sind die Modifikationen des
Orbitals durch das Feld zu klein, um die Wellenfunktion, welche typischerweise
eine Ausdehnung von einigen Angstrém besitzt, merklich zu deformieren. Dieses
Atom-Orbital wird mittels einer magnetischen Translation T}, an alle Gitterposi-
tionen verschoben. Der Phasengewinn, den diese Orbitale durch diese Translation
erfahren, annihiliert sich fiir Matrixelemente am gleichen Ort, wie den Orbital-
Energien €,, und addiert sich teilweise fiir interatomare Energie-Matrixelemente
tra,rrar - Der Ubergang vom feldfreien Kristall zu dem im Magnetfeld kann nach
dieser Konstruktion einfach durch die Substitution

€a — €a, (7.1)

t[aypal — t[a,[’a’ - exp [%B -Ry % R[/:| (72)
vollzogen werden. Wie weiter in seiner Arbeit gezeigt wird, ist das Hinzufiigen
des Exponentialfaktors, der im Folgenden mit Peierls-Phase bezeichnet wird, in
dem von ihm behandelten Fall &quivalent mit einer weiteren Konstruktion, die
allgemein als Peierls-Substitution bezeichnet wird. Hierbei wird der Wellenvektor
fik in einer analytisch bekannten Dispersionsrelation F'(k) durch den Operator
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p + eA(r) ersetzt und der dadurch gewonnene neue Operator F(p + eA) als
effektiver Hamilton-Operator aufgefasst, den es zu diagonalisieren gilt:

E(hk) — E (p + eA(r)) |) = E'| W) (7.3)

Die Peierls-Substitution wurde in der Literatur eingehend diskutiert [5, 83, 84]
und gezeigt, dass Gl. (7.3) im Einband-Fall nur bis B? giiltig ist. Die Existenz
eines effektiven Hamilton-Operators der Form FE(p + eA(r)), der durch Riick-
Substitution p + eA — hk die feldfreie Dispersions-Relation liefert, wurde von
Wannier et al. [84] fiir den Fall eines isolierten Bandes bewiesen. Jedoch fand
man bis heute keine analytische Darstellung. Prinzipiell ist eine Entwicklung in B
moglich, die jedoch mit zunehmender Ordnung schnell komplex und unpraktikabel
wird?.

Obwohl die Ergebnisse fiir beliebige primitive Gitter ihre Giiltigkeit behalten,
betrachtet Peierls in seiner Arbeit lediglich den Fall eines einfach kubischen Git-
ters. Zudem verwendet er nur ein Orbital pro Gitterplatz. Nur fiir diesen Fall
sind Peierls-Phase und Peierls-Substitution dquivalent. Trotzdem werden in der
Literatur die Begriffe Peierls-Phase und Peierls-Substitution oftmals synonym
verwendet. Die Peierls-Substitution findet ihre Anwendung in einfachen Modell-

Systemen, die analytisch zu diagonalisieren sind, und sich in moderaten externen
Feldern befinden.

Besonders in den letzten Jahren wurden die Anstrengungen intensiviert, die
Peierls-Phase zu beweisen bzw. eine analytische Form zu finden, die frei von An-
nahmen wie z.B. der Form des Integrationsweges ist. So gingen Boykin et al.
[85] allein von der Eichinvarianz und der Unvollsténdigkeit der Tight-Binding Ba-
sis aus und erhielten komplexe Ausdriicke, die jedoch im konkreten Fall wieder
dquivalent zur gewoOhnlichen Peierls-Phase sind. Auch spezielle Konstruktionen
zur eichinvarianten Diskretisierung der Schrodinger-Gleichung [86] konnen auf die
Peierls-Phase zuriickgefiihrt werden.

7.2. Erweiterung der Peierls-Phase auf nichtprimitive Git-
ter

Obwohl Peierls in seiner Arbeit explizit darauf hinweist, dass seine Ableitung nur
fiir primitive Gitter gilt, und meines Wissens keine Ableitung fiir Gitter mit Ba-

'Eine Ubersicht findet sich z.B. in Ref. [5].
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sis in der Literatur existiert, wurde sie dennoch auch fiir nichtprimitive Gitter
wie Graphit-Schichten [77, 78] oder Zinkblende-Strukturen [79] verwendet. Zu-
dem existierte keine Abschétzung inwieweit die Orbital-Energien und Hopping-
Matrixelemente durch das externe Magnetfeld modifiziert werden.

In diesem Abschnitt soll nun eine systematische Ableitung der TB-Matrixele-
mente im Magnetfeld durchgefiihrt werden. Ausgangspunkt sind dabei die am
Ursprung lokalisierten Orbital-Wellenfunktionen |0, a (A, 3, 5)).

Mit der Standard-Operator-Identitit des kanonischen Impulses Gl. (5.5) gilt im
Falle der symmetrischen Eichung Gl. (5.7) im konstanten Magnetfeld

II’=p°’+e(A-p+p-A)+e°A? (7.4)
2
:p2+eB-L+€ZB2 2 (7.5)

wobei L der Drehimpuls-Operator und p der Abstand von der z-Achse ist. Der
Hamilton-Operator im Magnetfeld Hp ldsst sich als Summe des feldfreien Opera-
tors Hy plus vierer Storterme schreiben:

? KB

Hp = — + pupo - B+ ep— o-Vo¢ xII (7.6)
2m 2mc?
2 2
/B ep e’B”
= H —B-(L+2S)— -V A . 7.7

Diese sind in der symmetrischen Eichung Gl. (5.7) die Zeeman-Aufspaltung des
Spins und des Bahndrehimpulses, ein von der Spin-Bahn-Wechselwirkung stam-
mender Term und ein parabolischer Potenzial-Term. Fiir Drehimpuls-Eigenzu-
stdnde wirken die beiden Zeeman-Terme wie rigide Potenzial-Verschiebungen, mo-
difizieren also die Wellenfunktion nicht. Die letzten beiden Terme in Gl. (7.7)
verschwinden am Ursprung und stellen daher nur eine geringfiigige Modifikation
der am Nullpunkt lokalisierten Wellenfunktion dar?. Das entsprechende Orbital
« in der durch L, m gekennzeichneten Einheitszelle erhélt man durch Translation
um den — i.A. nicht primitiven — Vektor R;. Damit lassen sich die Hamilton-
Matrixelemente wie folgt abschitzen.

7.2.1. Lokale Hamilton-Matrixelemente

Fiir die Hamilton-Matrixelemente im Magnetfeld am gleichen Ort ergibt sich mit
den Gln. (6.3,6.4,6.5) und unter Ausnutzung der Tatsache, dass der magnetische

2 Abschiitzungen zeigen, dass dies bis etwa 5000T der Fall ist.
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Translations-Operator mit jeder Funktion von IT vertauscht:

(I,a|Hp|I,a') =

1
=€+ Sz + P5B.(0,alL + 2S|0, o)

(0, 0|T}; g, Hp (I1,x) Ty1 g, |0, o)

(0, |T); g, Trr, Hp (TLx + 7,) [0, o)
(0,a|Hg (I1, 7 + 7)) |0, &)

(0, a| Hy + %BB- ((r + ) xp + 29)

— 5o Vo (x4 1) X A (r+72)[0,0)

e?B? 5 5
!
+<0’a|8—m (r+7), +(r+74),]10,d)

h

7

~”

(a)
— —B - 7,%x(0,a|p|0,a’)

(. S/

(0,alo - Vo (r+ 7)) x A(r+7))[0,a")

-

—~
o
=

2 2
—={0,a] | (r +7), + (r+71), | 0, )

7

~”

(d)

Zu dem urspriinglichen Onsite-Matrixelement kommen im Magnetfeld also noch
die Korrektur-Terme (a)-(d), die im Folgenden einzeln besprochen und ggf. ab-

geschitzt werden.

e Korrektur-Term (a) ist die bekannte Zeeman-Aufspaltung des Spins bzw. des
Bahndrehimpulses im Magnetfeld. Da die Tight-Binding-Orbitale per Kon-
struktion [2] eine definierte Symmetrie besitzen, kann (a) exakt berechnet
und in die Hamiltonmatrix aufgenommen werden. Wegen der Orthogona-
litdt benachbarter Orbitale wirkt die Zeeman-Korrektur nur lokal. Fiir ein
Feld von 1000 T erreichen die Matrixelemente (a) GroBenordnungen von

mehreren zehn meV.

e Das lokale Impuls-Matrixelement (0, a|p|0, /) kann bis dato nicht aus dem
Parametersatz extrahiert werden. Schitzt man den Term (b) mit Feldern
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von 1000 T, typischen interatomaren Distanzen von einigen Angstrom und
kinetischen Energien im Bereich von einigen meV ab, so ergibt sich
UB

2B - 1,x(0,afp|0,o!) ~ LB - 1, V2ZmE S GmeV.

e Der dritte Korrektur-Term beschreibt die Verdnderung der Spin-Bahn Kop-
pelung im Magnetfeld. Auch dieser Term kann nur abgeschitzt werden. Da
selbst bei 1000 T (p) < (eA) gilt, folgt, dass diese Korrektur klein ge-
geniiber dem Spin-Bahn Term ist. Letzterer liegt aber ohnehin schon eine
Groflenordnung unter den gewodhnlichen Energie-Matrixelementen. Daher ist
der Fehler bei Vernachlissigung von (c¢) im Sub-meV Bereich.

e Der Term (d) proportional in B? wirkt wie ein parabolisches, lokalisierendes
Potenzial. Da die TB-Orbitale gut lokalisiert sein sollen, kann davon aus-
gegangen werden, dass der Erwartungswert von (d) maximal gleich e;ﬁi T3

ist. Setzt man fiir 7y einen Abstand von 4 A an, ergibt sich bei einem

Magnetfeld von 1000 T ein Energie-Beitrag von unter einem meV, welcher

vernachldssigbar gegeniiber den sonst auftretenden Energien ist. Sollten die

Koppelungen sehr weitreichend sein, kann Term (d) unter lokaler Niherung

mit in den Hamilton-Operator aufgenommen werden.

Zusammenfassend lautet also die Korrektur der intraatomaren Energien im Mag-
netfeld:
1
(1,0 Hp|I, o) = ba,ar€h, + Grov 5 M0 + %B-(O, a|L + 280, o) (7.8)

& (< BY
— I\ T .
m A

7.2.2. Hopping-Matrixelemente

Die Hopping-Matrixelemente lassen sich ganz analog abschétzen:

(I,alHg|I',o/) =(0,0|T); g, Hs (IL,1) Ti g, |0, 0)
<07 a| TJ]\L/[,RI—RI/ Hp (Ha r+ T/\’) |07 O/>€_;_%B'RI’XRI (79)

<07 Oé| TPT{I*RI/ HB (Ha r+ T)\’) |07 al>67%B.RI,XRI (710)

Q
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Im letzten Schritt wurde die ndherungsweise Lokalisierung des Orbitals |0, o) um
den Ursprung und Gl. (6.3) ausgenutzt. Das verbleibende Matrixelement kann
wieder mittels Gl. (7.7) in ¢° plus zweier Korrektur-Terme aufgespalten werden:

(0,a| T, g, Hp (TL,r + 7x) [0, 0/) (7.11)
—19 o + /%BB- (0,0] T, g, (L+25)[0,d")
(@)

KB

- 5By x(0, o|Th, g, pl0,0) (7.12)
®)

euB

ST \<0, a| T, g, 0V (r+7y) x A(r+7y)[0, o/>/ (7.13)
(¢)

L e 2<o o|T} (t+7y)2+ (r+ )% 0,0) (7.14)

m ) R;-Rp N g A y ) .

(d)

Auf analoge Weise lassen sich die Terme (a’) bis (d’) abschétzen:

e Per Konstruktion sind alle Tight-Binding-Orbitale zu verschiedenen Git-
terplitzen orthogonal. Da (L + 2S) |0, o’) aber eine Linearkombination von
TB-Orbitalen am Ursprung ist, verschwindet (a’) stets.

e Mit der Definition des Impulses in Abschnitt (10.2) konnte man (b’) prin-
zipiell in die Tight-Binding Matrix mit aufnehmen. Mit der gleichen Ab-
schitzung wie bei (b) zeigt man aber, dass die Korrekturen im 1000 T Feld
bei wenigen meV liegen und somit vernachléssigbar sind.

e Die Spin-Bahn Koppelung wird in dem verwendeten Tight-Binding Modell
lokal genéhert. Daher ist es nur konsequent, die nichtlokale Korrektur (c’)
ebenfalls zu vernachldssigen.

e In der lokalen Néherung verschwindet (d’) aus Orthogonalitétsgriinden.
Vernachléssigt man also die Korrektur-Terme (b’)-(d’), so ergibt sich erstaun-

licherweise wieder eine einfache Substituitionsregel fiir den Ubergang vom feld-
freien Fall zu den magnetischen TB Matrixelementen, die genau der Erweiterung
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der von Peierls abgeleiteten Gleichungen (7.15b) entspricht. Um Letztere in ei-
ne eichinvariante Form zu bringen, wird gewohnlich der Exponent in Form eines
Wegintegrals iiber das Vektorpotenzial A (r) vom Zentrum des ket- zum Zentrum
des bra-Orbitals entlang einer Gerade geschrieben. In der symmetrischen Eichung
gilt:

Ry 1
1
/A(r) -dr = /A (RI’ +1 [R[ — Rp]) . [R[ - RI’] dt = §B . RI’ X R[
Rp 0

Damit kann also die Substitutionsregel ganz allgemein beschrieben werden durch:

2

€ & + EBB.(0, a|L + 28(0, @) + — (75 x B)? (7.15a)
h 8m
. RI
Bt = s X ex0 | 5 / A(r) - dr (7.15b)
Ry
exp [—;—EB-RF XRI} fiirA:—%pr
= t(}ayllalx (715C)

exp [;_%B Ry +Ry), Ry — Rl)y} fiir A = (0,25, 0)"

Diese Substituitionsregeln vervollstéindigen die in Ref. [79] angegebenen.

7.3. Periodizitit der Hopping-Matrixelemente

Die Bedingung, die zur Konstruktion der magnetischen Einheitszelle fiihrt, ist
das Vertauschen der Translations-Operatoren Ty, r um magnetische Gittervekto-
ren R. Nicht notwendigerweise folgt aber daraus, dass der um die Peierls-Phase
erweiterte TB-Hamilton auch auf dieser magnetischen Einheitszelle periodisch ist.
Gebrochen wird die Periodizitédt durch das lokale Vektorpotenzial A (r), das wie-
derum nur bis auf einen ebenfalls lokalen Eichterm Vx (r) bestimmt ist. Obwohl
dieser in keine Observable eingeht, bestimmt er bei homogenem Magnetfeld y
letztlich die Periodizitdt von H. Ein vorzeitiges Abschneiden der berechneten
Einheitszelle an den durch Gln. (6.10a,6.10b,6.10c¢) festgelegten Grenzen kann
gegebenenfalls zu Phasenspriingen und damit zu Artefakten in den Ergebnissen
fithren. Daher soll in diesem Abschnitt diskutiert werden ob, und wenn ja wie



64 Kapitel 7. Magnetische Felder in Tight-Binding

die magnetische Einheitszelle vergréflert werden muss. Eine Bedingung an das
Kristallgitter, die sich aus dieser Betrachtung ergibt, ist, was im Folgenden als
rationales Gitter bezeichnet wird.

Fordert man die Periodizitdt der Hamiltonmatrix, also insbesondere

IR, aR; 0 = tR;+R,a,Ry+R a5 (7.16)

wobei R ein beliebiger magnetischer Gittervektor sein soll, stellt dies letztlich eine
Bedingung fiir die Peierls-Phase dar:

) Ry ) R;+R
exp —% /A(r) ~dr| =exp —% /A(r) -dr| . (7.17)
Rp Rpy+R

Exemplarisch fiir die vielfiltigen Eichungen sollen im Folgenden die symmetrische
und die asymmetrische Eichung betrachtet werden. Fiir andere Eichungen lassen
sich analoge Relationen ableiten.

7.3.1. Symmetrische Eichung

Fiir die symmetrische Eichung A = —3r x B wird aus Gl. (7.17) unter Verwen-
dung von Gl. (7.15¢)

exp —;—;B -Rp x RI} = exp {—%B- (Rr xRr+ (Ry —R7) xR)|,

und damit letztlich

n = %B- (Ry —R;) xR mit n € Z. (7.18)
Setzt man hierin den Ausdruck aus Gl. (6.11) fiir das Magnetfeld ein, folgt
1 P
n = 2—%633 (R[/ — R[) X R, (719)

wobei V) das Volumen der feldfreien Einheitszelle ist.

Des Weiteren muss angenommen werden, dass alle Basisvektoren 7 sich als Li-
nearkombination der Gittervektoren mit rationalen Koeffizienten schreiben lassen,
d.h.

HpW .
= ~a; t Vv €N, z); € Z. 7.20
™ ZZ: Yn,i W A (7.20)
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In Anlehnung an das rationale Magnetfeld wird fiir ein derartiges Gitter die Be-
zeichnung rationales Gitter eingefiihrt. Offensichtlich ist diese Bedingung fiir pri-
mitive Bravais-Gitter trivialerweise erfiillt. Aber auch Gitterstrukturen mit Ba-
sis, wie Zinkblende, Kochsalz, Césium Chlorid oder Fluorit sind rationale Gitter.
Jedoch sind die Wurzit-Struktur und die hexagonal dichteste Kugelpackung Bei-
spiele fiir irrationale Gitter, da hier in den Koeffizienten Wurzeln auftauchen. Wie
sich im Folgenden zeigt, kann ein irrationales Gitter durchaus mit dieser Methode
behandelt werden, falls die einzige ,irrationale Richtung“ — z.B. die c-Achse in
obigen beiden Beispielen — mit der Magnetfeldrichtung zusammenféllt. Des Wei-
teren kann natiirlich jedes irrationale Gitter durch ein rationales genéhert werden.

Der Differenzvektor (Ry — Ry) ldsst sich dann als rationales Vielfaches der a;
schreiben:

RI! — R[ = Z xi’”ai. (721)

T Yirn
Sei nun y; das kleinste gemeinsame Vielfache aller y; ;y:

Analog definiert man ganzzahlige m; mit ¢« = 1,2, 3 zur Zerlegung des magneti-
schen Gittervektors R:

R :mla'l + mga'Z + mgag. (723)

Nach dem Einsetzen von Gl. (7.23) und Gl (7.21) in Gl (7.19) erhélt man die
Bedingung;:

1 P
"D v (z]: mja})

= Z 1P as-a; X (mqa) + moaj) .
— 2Vo Qui

Zusammen mit den Gln. (6.10a,6.10b,6.10c) gilt

T

» myz’%‘

1
S ([& _ p_3] m,Q+ [p_3 _ p_1} m2> ‘ (7.24)
2 Ys3q2 Y243 Y143 Ysqa

a;-a; X (mQa; + meay)
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Zwar ist () per Konstruktion ein Vielfaches von ¢, und ¢3, doch ist damit noch nicht
garantiert, dass Gl. (7.24) eine ganze Zahl ist. Damit dies zutrifft sind folgende
Bedingungen zu erfiillen:

my = Nenner [ 2@ ps@ } , (7.25a)
29342 21243
b3 D1
me = Nenner — . 7.25b
2 [le(JS 2y3(J1] ( )

»Nenner()* bezeichnet den Nenner des gekiirzten Bruchs, bzw. 1, falls dieser gleich
Null ist. Da sich fiir mg keine Restriktion ergibt, kann mg gleich 1 gesetzt wer-
den. Interessanterweise definiert in einem Kristall mit Basis nicht allein die aus
den Translations-Operatoren folgende magnetische Einheitszelle die Periodizitit
des Hamilton-Operators. Diese ist statt dessen durch die erweiterte magnetische
FEinheitszelle gegeben:

a'l = leal (726&)
a’2 = Moy (726b)

Qp1 Q2 Qps3
a, = a a as.
s P(]11+P(12 2+P(133

(7.26¢)

Fiir primitive Gitter ist m; wegen y; = 1 hochstens 2. Eine analoge Aussage kann
aber {iber my nicht gemacht werden.

7.3.2. Asymmetrische Eichung

Fiir die nummerischen Rechnungen wird ausschliefllich die asymmetrische Eichung
A =(0,zB,0) verwendet. Welche Bedingungen sich hierbei fiir die (erweiterte)
magnetische Einheitszelle ergeben, wird im Folgenden kurz diskutiert. Es sei wie-
der angenommen, dass der zugrunde liegende Kristall ein rationales Gitter besitzt
und 0.B.d.A. das Magnetfeld in z-Richtung orientiert ist. Der Einfachheit halber
sollen die primitiven Translationen senkrecht aufeinander stehen, so dass aj, as
und a3 jeweils parallel zur z,y und z-Achse orientiert sind. Gl. (7.17) gibt dann
zusammen mit Gl. (7.15¢)

e e
exp %B Ry +Ry), Ry — RI)y:| = €xp [Q_hB (Rr +R;+2R), (Ry — RI)y
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bzw.

n = %B (R), Ry — Ry),, (7.27)

wobei n wieder eine ganze Zahl ist. Mit den gleichen Ansétzen (Gln. (7.21,7.23))
fir R und Ry — R, reduziert sich G1.(7.27) mit Gln. (6.10a,6.10b,6.10c) zu

P
n=mp—.
Y2

Aus dieser Gleichung resultiert die im Vergleich zu den Gln. (7.25a,7.25b) deutlich
schwiéchere Bedingung

P
my = Nenner [—] . (7.28)
Y2

Sowohl my wie mg3 konnen gleich 1 gesetzt werden. Die erweiterte magnetische
Einheitszelle im orthorhombischen Fall bei asymmetrischer Eichung ist daher

all = leala
a, = ay, (7.29)

a; = as.

Im Allgemeinen ist die erweiterte magnetische Einheitszelle bei asymmetrischer
Eichung kleiner als bei symmetrischer.

Beispiele, welche die Anwendung obiger Methoden verdeutlichen, erfolgen zu-
sammen mit der konkreten Berechnung von Magnetobandstrukturen in Kapitel
12.1.



KAPITEL &

SYMMETRIEN IM MAGNETFELD II:
DiE PUNKT-GRUPPE

8.1. Symmetrien der Peierls-Phase

Bevor auf die Punkt-Gruppe des Hamilton-Operators im Magnetfeld eingegan-
gen wird, soll zuerst gezeigt werden, dass der um die Peierls-Phase erweiterte
Tight-Binding Hamilton-Operator die identischen Transformations-Eigenschaften
besitzt wie die konventionelle Operator-Darstellung im Magnetfeld. Letztere kann
dann direkt untersucht werden. Da die Eichinvarianz des TB-Hamilton-Operators
ausfiihrlich in [87] diskutiert wurde, wird auf eine Wiederholung hier verzichtet.

Prinzipiell fallen all diejenigen Symmetrie-Operationen aus der Punkt-Gruppe
heraus, welche die Magnetfeldachse nicht in sich selbst iiberfithren. Damit verblei-
ben neben den Translationen, die Gegenstand des Kapitels 6 sind, Spiegelungen,
bei denen B senkrecht oder parallel zur Spiegelebene liegt, die Inversion und Ro-
tationen um die Magnetfeldachse sowie Cs-Rotationen senkrecht zur Feldachse.
Obwohl nicht zur Punkt-Gruppe gehoérend wird auch die Zeitumkehr-Operation
diskutiert, da diese — obwohl im Magnetfeld selbst keine Symmetrie-Operation
— zusammen mit anderen gebrochenen Symmetrien wieder mit dem Hamilton-
Operator kommutiert.

Die in diesem Kapitel erarbeiteten Methoden werden in Kapitel 11 und 12 auf
Zinkblende-Strukturen angewandt.

68
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8.1.1. Drehungen um die Magnetfeldachse

Fiir homogene Magnetfelder in symmetrischer Eichung und fiir die Integration der
Peierls-Phase entlang einer Geraden kann gezeigt werden, dass jede Drehung der
Anfangs und Endpunkte R;, Ry um die B Achse die Peierls-Phase invariant lasst.
Besitzt also der Kristall eine beliebige Drehsymmetrie um die B-Achse, wird diese
durch das Magnetfeld nicht gebrochen. Im Falle asymmetrischer Eichung reduziert
sich diese Symmetrie jedoch formal auf Cy. Obwohl diese Symmetrie-Reduktion
auf keine Observable wirkt, beeinflusst sie doch nichteichinvariante Groéflen wie
die Wellenfunktionen.

8.1.2. Spiegel-Symmetrien

Zunichst sind zwei Arten von Spiegel-Symmetrien zu unterscheiden: Solche bei de-
nen die B-Richtung in der Spiegelebene liegt (z.B.: 05, 0y, 04y, ... ) und solche bei
denen sie senkrecht zur Spiegelebene steht (o). Durch elementare Uberlegungen
kann fiir den ersten Fall gezeigt werden, dass sie das Vorzeichen der Peierls-Phase
umkehren. Dies entspricht auch den Erwartungen die sich aus der Wirkung ei-
ner in der zy-Ebene kreisenden Ladung ergibt: Eine derartige Spiegelung kehrt
den Umlaufsinn und damit das Vorzeichen des von der Ladung erzeugten Feldes
um. Anders verhilt es sich mit der Spiegelung an der zy-Ebene (0,). In Einklang
mit physikalischen Uberlegungen (Umlaufsinn der in zy-kreisenden Ladung dndert
sich nicht) kommutiert o, mit der Peierls-Phase.

8.1.3. Zeitumkehr-Symmetrie

Der Zeitumkehr-Operator K eines Systems mit Spin setzt sich aus zwei Kom-
ponenten zusammen [88]: Der komplexen Konjugation K, und einer (unitéren)
Rotation im Spinraum. Ublicherweise wird fiir Letztere die mit ¢ multiplizierte
zweite Pauli Matrix o, verwendet:

Diese Form des Zeitumkehr-Operators ergibt sich aus der Forderung, dass der
Hamilton-Operator mit Spin-Bahn Koppelung bis auf einen Vorzeichen-Wechsel
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des Vektorpotenzials mit K kommutiert, d.h.

K'oK=-0o (8.2)
K 'pK =—-p (8.3)

K'HK =K™! <e¢ + (

(p—eA)®  iug
= . —A)—
e + 2m + h o -px(-A)

KB

2mc20 -Vox (p—eA). (8.4)
Das Vorzeichen des Impulses (und damit der Stromdichte) wird durch K umge-
dreht, wihrend der Orts-Operator mit K kommutiert. Im Folgenden sind mit A
und B stets externe Felder gemeint!. Ein Hamilton-Operator wird somit i.A. nur
mit K kommutieren, wenn auch das Vorzeichen des Magnetfeldes wechselt. Ein

externes Feld bricht daher die Zeitumkehr-Symmetrie, da dieses invariant unter
K ist:

K-'BK =B
K'AK = A (8.5)
Wendet man obige Regeln auf die einzelnen Komponenten der Peierls-Phase an
ergibt sich:
e [Rs e [Br
K—lf/ AdrK=-21] A.dr (8.6)
B Jw, i Jr,

Die Peierls-Phase dndert also unter dem Zeitumkehr-Operator das Vorzeichen.
Zusammen mit dem bekannten Transformations-Verhalten der feldfreien Tight-
Binding Hamilton-Matrix kann daher geschlossen werden, dass die Peierls-Phase
eine konsistente Erweiterung der Theorie darstellt und sich der Magnetfeld-Ha-
milton-Operator identisch mit der Operator-Darstellung transformiert:

K'H(k,o,B)K = H (~k, —0,—-B) (8.7)

'Wird ein Magnetfeld vom System selbst erzeugt, so kehrt sich das Vorzeichen des Feldes bei
der Anwendung von K um, wie man anhand eines Gedanken-Experiments verdeutlichen kann:
Ein im Uhrzeigersinn kreisendes Elektron wird nach der Zeitumkehr gegen den Uhrzeigersinn
kreisen. Das von ihr erzeugte Feld dndert damit auch sein Vorzeichen.

Hier stellen A und B jedoch externe Felder dar, die sich wie konstante Parameter verhalten.
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In der Tight-Binding Darstellung liest sich dies:

K '(ka () B,s)|H (B) ka (N, 5,8)) K
_ Z SR Ry —Ra) = [ (~A)dr

LL

X (tla,l'a' + 61,0000€0 + 01,0005 x | (Hs0) g _or — 1B (O)_, g 'BD
=(~ka (A, B,—s)[H (-B)| —kd' (X, 7', =5)).

Besitzt der Kristall eine C5, Drehsymmetrie senkrecht zum Feld oder liegt das
Feld in einer Spiegelebene ¢’ wird iiblicherweise K dieser nachgeschaltet, da die
kombinierte Operation

k=0K (8.8)

mit O € {Cypn, 0’} mit dem Hamilton-Operator kommutiert [H, x] = 0. Fiir die
symmetrische Eichung A :%r x B sind die Wegelemente der Peierls-Phase inva-
riant unter O:

O '(drxr-B)O=(drxr)-B (8.9)

und somit ist die gesamte Phase invariant unter k. Obwohl weder K noch O
eine Symmetrie-Operation des Hamilton-Operators ist, ist die Verkettung bei-
der Operationen sehr wohl eine Symmetrie-Operation, dhnlich wie dies bei der
Gleitspiegel-Symmetrie in der Kristallographie der Fall ist.

8.2. Symmetrien des gesamten Hamilton-Operators

Nachdem im letzten Abschnitt gezeigt wurde, dass sich die um die Peierls-Phase
erweiterte Hamiltonmatrix wie die {ibliche Operator-Darstellung von H transfor-
miert, soll nun anhand der Operatorform die (verbleibenden) Symmetrie-Opera-
tionen im endlichen Feld behandelt werden. Die Kristalle, die in dieser Arbeit
von Interesse sind, besitzen ausschliellich die Zinkblende Struktur. Deshalb soll
bereits hier speziell auf die Symmetrie-Operationen dieser Gruppe (T3, F43m)
eingegangen werden.



72 Kapitel 8. Die magnetische Punkt-Gruppe

Enthilt der Hamilton-Operator sowohl Magnetfeld-Terme als auch Spin-Bahn-
Koppelungs-Terme

2
Hzegb(r)—l—%(p—gpr) +uBa-B+%Cfi—‘;rXp-a, (8.10)
muss eine Rotation, die den Hamilton-Operator in sich iiberfithren soll, gleicher-
maflen auf den Spin- wie auf den Ortsraum wirken. Die Generatoren einer infini-
tesimalen Drehung um eine Achse n sind dabei die Skalarprodukte von n mit dem
Pauli-Spin-Matrixvektor o (SU(2)) bzw. dem Drehimpuls-Vektor L (SO(3)). Der
Drehoperator um einen Winkel —a im mathematisch positiven Sinn lautet:
i

1
Cix , = exp (—iom - L) exp (—ian : 0'> = exp (—ian- <L+§a'>> . (8.11)

Wird der Orts- bzw. Spin-Operator von O~! und O umklammert, transformiert
er sich um den Winkel +a im mathematisch positiven Sinn:

r = 02_,,1 rCax
=—,n a

a ?

o = 02_,,1 oCar
n a

a ?

a=rcosa+nn-r(l—cosa)+nxrsina, (8.12)

n=o0cosa+nn-o(l—cosa)+nXxosina. (8.13)

Uneigentliche Drehungen, wie z.B. Spiegelungen und Drehspiegelungen, lassen
sich in eine Inversion C; und eine reine Drehung zerlegen. Da L und o Pseudo-
Vektoren sind, also mit C; kommutieren, kann bis auf eine irrelevante Phase die
Wirkung der Inversion auf den Ortsraum beschrinkt werden [88]:

er(r) \ _  vr(-1)
Ci ( Yy (r) > ( Yy (—r) > (8.14)
Das Magnetfeld B||é_ verhilt sich bei all diesen Operationen wie ein Parameter
und wird daher nicht wie ein Vektor transformiert. Als direkte Konsequenz ergibt
sich daraus, dass Symmetrie-Operationen von 77, welche die Magnetfeldrichtung
nicht in sich iiberfiihren, durch das Feld gebrochen werden. Sollten von diesen
Operationen einige lediglich Vorzeichen der z-Richtung umkehren, d.h. O~'é,0 =

—&,, stellen sie zusammen mit der Zeitumkehr-Operation K = Kjio, wieder
Symmetrie-Operationen dar:

O 'K 'Hk,0,B)KO =0 "'H(~-k,—o,-B)O (8.15)
= H (-07'k0,-0"'¢0,B) (8.16)
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Diese Operatoren KO bilden zusammen mit der verbleibenden Punkt-Gruppe
eine erweiterte Gruppe, die den Magnetogruppen fiir (anti-) ferromagnetische
Festkorper #dhnelt? [89, 90].

Im Folgenden soll nun die Punkt-Gruppe des Zinkblende-Kristalls fiir Magnet-
feld-Richtungen [001] und [011] diskutiert werden. Die Bezeichnung der Operatio-
nen erfolgt in der iiblichen Schonflies-Notation [91].

8.2.1. Zinkblende-Kristall im [001]-Magnetfeld

Von den 24 Symmetrie-Operationen der 777 Gruppe fiihren lediglich vier (E, S,
Cy., S},) die [001]-Richtung in sich iiber. Weitere vier Operationen (Cyy, Cay, 0yy,
05) dndern effektiv das Vorzeichen des Magnetfeldes und werden durch Nach-
schalten der Zeitumkehr wieder zu einer Symmetrie-Operation. Die verbleibende
Gruppe enthilt damit acht Elemente, welche alle mit dem Hamilton-Operator
(8.10) vertauschen: {E, Sy,, Ca,, S3,, Koyy, Koy, KCoypy KCoy}. Letzteres soll ex-
emplarisch an Sy, und Ko, gezeigt werden:

Zunichst kann man mittels der Zerlegung S,, = C;C}, und durch Einsetzen von
n=(0,0,1)7 und @ = 7/2 in die Gln. (8.11,8.14,8.1) die Orts- und Spinraum-
Darstellung von Sy, angeben werden:

Sy, = C;Cy, (8.17)
0 =101y 4
=1 0 0 - (8.18)

Die 2 x 2-Matrix (1 —io,) /v/2 bewirkt eine Cy.,-Rotation des Pauli-Vektors o
Angewandt auf die einzelnen Operatoren ergibt sich (Og := Og,.):

054121_0542 - (ya —&T, _Z)T ) (819)
Ogjz pOS4z = (py7 —Paz _pz)T y (820)
054120'0542 = (_Uya Oy, Uz)T . (8.21)

Wendet man diese drei Gleichungen auf die einzelnen Terme des Hamilton-Opera-

2Das Gegenstiick zu K in Magnetogruppen unterscheidet sich vom Zeitumkehr-Operator.
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tors Gl. (8.10) an, folgt fiir die feldabhéingigen Summanden:

~1 € 2 ~1 € 2 € 22
0545 (p —orX B) 0547, = OS4Z (pw - in) + (py + §$B) + D 0545

2
(8.22)
e 2 e 2 9
e 2
—(p-¢ B)
(p t
Os'o -BOg = 0,B =0 - B. (8.23)
Bei Ko,, lautet die entsprechende Zerlegung
KO’my == KCZ'C4ZCQI (824)
01 -‘ 1—1i0
= Kyto, | 1 0 200, 8.25
0%y [ ) J \/i . ( )

Die Wirkung von O, = Ogy,, auf Orts-, Impuls- und Spinmatrix ergibt sich damit
zu

0;'10, = K~ (y,2,2)" K = (y,2,2)", (8.26a)
O(;lpOa - Kil (pyapxapz) K = (_py7 —Pz, _pz)Ta (826b)
0;'00, = K~ (=0, —04, —0.)" K = (0,,04,0.)" . (8.26¢)

Setzt man GIl. (8.26a,8.26b,8.26¢) in den Hamilton-Operator ein, folgt fiir die
explizit vom Magnetfeld abhéngigen Terme:

01 (p - gr x B)2 0, =0 {(pw - gyB>2 + (py + SxB>2 +p§] 0, (8.27)

e 2 e 2
2
(p-5ee)
O;'c-BO,=0,B=0"B. (8.28)

Mit analogen Uberlegungen kann leicht die Invarianz des Hamilton-Operators un-
ter den verbleibenden sechs Operationen gezeigt werden.
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Anhand der Gln. (8.22,8.27) ist ersichtlich, dass obige Identitéten nicht mehr bei
asymmetrischer Eichung gelten. Wie in Abschnitt 8.1.1 erwidhnt, wird dadurch
scheinbar die z- gegeniiber der y-Achse ausgezeichnet. Die verbleibende Gruppe
besteht dann aus den Elementen {£,Csy,, KCy;, KCy,}, also allen Operationen
aus obiger Gruppe, die keine 90°-Drehung als Teilelement verwenden.

Mittels dieser Symmetrie-Operationen kénnen Beziehungen zwischen den Im-
puls-Matrixelementen abgeleitet werden. So folgt z.B. aus KCy,:

Pagm (kas by, k) = (0, kg, ky, k. |poCop K™ K Cog| m, kg, Ky, k) (8.29)
= — (n, ky, ky, k. |Co K™ o K Cog| M, Ky, Ky, i)
= — (n, kg, —ky, —k, |K ™ 'po K| m, ky, —ky, —k.)
= —(m, —ky, ky, k. |po| 0, =Kz, Ky, k)
= —Poyn (ke by, k) (8.30)

und

Pym (ks by, k2) = (n, kg, ky, k. |pyCoy K™ K Coy| m, kg, iy, K ) (8.31)
= (n, kg, ky, k. |Co K™ py K Cog| 1, kg, Ky, k)
= (m, —ky, ky, k. |py| 0, —ks, Ky, k)
= Pymn (—ka, ky, kz) (8.32)

Diese beiden Relationen, die ebenso bei in [011]-Richtung orientiertem Feld gelten,
reduzieren zusammen mit den anderen verbleibenden Symmetrie-Operationen den
nummerischen Aufwand bei der k-Raumintegration erheblich. Effektiv geniigt es
also die Zusténde der Brillouin-Zone fiir k,, k, > 0 zu berechnen. Wird die sym-
metrische Eichung verwendet, kann der irreduzible Keil durch k£, > 0 noch einmal
halbiert werden.

8.2.2. Zinkblende-Kristall im [011]-Magnetfeld

Eine dquivalente Vorgehensweise fiir ein in [011]-Richtung liegendes Magnetfeld
liefert bei symmetrischer Eichung die Gruppe {E, oz, KCsy, Koy, }. Im Falle
asymmetrischer Eichung (Auszeichnung der [011] Achse) reduziert sich die Zahl
der Gruppen-Elemente nicht weiter, da [100] und [011] bereits indiquivalente Rich-
tungen sind. Bezeichnet man die orthogonalen Richtungen [100],[011] , [011] mit
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',y bzw. 2/, so lauten die Entartungen

E, (km’; ky’; ko, 0g, Oyl Uz’) =E, (k:v’a _ky’a —kyi, =0y, Tyl Uz’)
:En (kx’a _ky’a kz’; Ogty =0y, Uz’)
:ETL (kx’;ky’;_kz’;am’;ay’a_UZ’) (833)

Entsprechende Relationen lassen sich auch fiir Impulsmatrix-Produkte p; ;,m (k)
Pjmn (k) ableiten. Zusammen mit obigen Entartungen lésst sich damit die Berech-
nung der k-Raum Zusténde auf das irreduzible Segment £,, k, > 0 einschrénken.

8.3. Symmetrie-Operationen bei asymmetrischer Eichung

In einem orthorhombischen Kristall-System wird die magnetische Einheitszelle bei
asymmetrischer Eichung A = (0,zB,0) stabférmig entlang der z-Achse. Im Falle
der symmetrischen Eichung ist sie jedoch sowohl in z- als auch in y-Richtung
um ein Vielfaches der feldfreien Einheitszelle vergrofert. Entsprechend hoher ist
damit in letzterem Falle die Zahl der Basisatome in der magnetischen Einheitszelle
und damit der nummerische Aufwand zur Diagonalisierung der Hamiltonmatrix.
Zur Berechnung der Bandstruktur wird daher stets die asymmetrische Eichung
verwendet.

Die kleinere Einheitszelle scheint man sich durch eine deutlich gréflere Brillouin-
Zone als im symmetrischen Fall zu erkaufen, was nachteilig fiir die notwendige k-
Raum-Integration wire. Wie im Folgenden gezeigt wird, ist dies jedoch nicht der
Fall: Die primitiven Translationen aj, as, ag (by, bs, bs) spannen die Wigner-Seitz-
Zelle (Brillouin-Zone) des feldfreien Kristalls und Qay, as, ag bzw. ébl, by, bs die
entsprechenden Zellen im Magnetfeld auf. Ein Eigenzustand |nk) in einem be-
liebigen k-Raum Punkt der Brillouin-Zone kann dann aus einem Zustand |nk’)
konstruiert werden, wobei k' innerhalb der von %bl, ébz, bs aufgespannten Sub-
zelle liegt. Letztere entspricht aber gerade der Brillouin-Zone bei symmetrischer
Eichung. Der Ursprung dieser ,,verborgenen“ Symmetrie liegt in der Freiheit der
Wahl des Eichursprungs.

Analog kénnen Matrixelemente wie die Eigenenergie oder Impuls-Matrixelemente
auf die verkleinere Brillouin-Zone zuriickgefaltet werden. Das k-Raum Hamil-
tonmatrixelement zweier Orbitale mit A =(0,2B,0) ergibt sich nach den Gln.
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(1.3,7.1,7.2) zu
(kalHkd)= > BRI o|H|I' )

Lom,L' m'

_ 2 : ezk'(le—RI)tla’[/a/ —+ 51711 <I, (0% |H| ],O{,>
Lm,L'm/

= E ok (Ryr—R1) i 57 (Rpr+Rp), (R — Rl)yt[a I'o
Lm, L' m’

+ (S[,[I <I, (6% |H| I,O/>
_ Z ei{kI(RﬂfRI)er[ker%(Rﬂ+R1)w](R1/7RI)y+kZ(RI/fRI)Z}
Lm,L' m'

X t?,a,[’,a’ + 5[7[/ <I, « |H| I,al> (834)

Mit (---), wurde dabei die i-te Komponente des Vektors bezeichnet. Anhand
der letzten Gleichung wird deutlich, dass bis auf den mittleren Summanden im
Exponenten nur die Positions-Differenzen zweier Atome in das Sidkular-Problem
eingeht. Liegt nun eine der primitiven Translationen a; des Gitters parallel zur
x-Achse, so ist eine Verschiebung des Eichursprungs um —a; durch Umeichen
dquivalent zu einer Erhéhung von £, um 7 Ba;, da beides zusammen die Hamil-
tonmatrix invariant lasst. Ist nun ein Eigenvektor

In, k) = Zcmm ) |m, o, k) (8.35)

des Hamilton-Operators zur Eigenenergie E,, (k) bekannt, so ist umgekehrt der
Eigenvektor ‘n, k+£Bay) zur Eigenenergie E,, (k+£Ba,;) = E, (k) gegeben durch

n ket o Ba1> Z(Jm Lna k)‘m,a,k—l—%Ba1> (8.36)

Wobei mit C),,_; eine zyklische Rotation des Kristallzellen-Index gemeint ist. Jeder
Zustand ist also Q-fach entartet, wobei P/Q®, der Fluss durch die Einheitszelle
ist. Ist nun die Aufenthalts-Wahrscheinlichkeit entlang der z-Achse sehr ungleich
verteilt, was aufgrund der Kontraktion der Wellenfunktion im Magnetfeld der
Fall ist, bewirkt eine Erhéhung von k, um #Ba; eine Verschiebung der Verteilung
entlang der z-Achse, wie aus Gl. (8.34) ersichtlich ist. Genau dies ist auch das
Ergebnis von Rechnungen; so zeigt Abb. 8.1 den Betrag der gemittelten TB-
Wellenfunktion entlang der Léngsachse der magnetischen Einheitszelle |V, (z)| =

Z |C =[z/a] na( )|
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Abbildung 8.1: Absolutbetrag von ¥(x) fiir das zweifach entartete (#1 und
#2) unterste Leitungsband von GaAs bei 190 T aufgetragen iiber eine magneti-
schen Einheitszelle fiir verschiedene Werte von k,. Deutlich ist zu erkennen wie
sich die von der GauB-Funktion resultierende einhiillende Parabel linear mit k,
entlang der Einheitszelle verschiebt.

Wie leicht gezeigt werden kann, fiihrt Gl. (8.36) zu einer deutlichen Reduktion
der unabhéngigen Impuls-Matrixelemente:

pn’,n(

Kk + %Bal _7,—

> Civwer (k+3Ba1) Coa

e
k + ﬁBal

)

—2_ Z C*' n o ) Om,na (k) Z (Rmela - Rm’f

amam

X Z (Rima — R

m’a’) € (

am,a’m’

X e

i(k—&-%Bal)'(RLm—la—Rmum’)tm,

L

—la/,Lm—1a

7 k—‘r%Bal)-(RLma—Rm/a/)t

m'ao’ ,Lma

1a’)
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.m
:7170 Z CZ’”':"'Q' (k) Cm,na (k) Z (RLma - Rm’o/)
am,a’'m’ T
X ei(k+%Ba1)'(RLmamelal)tm,a, Lmaei%Bal(RLma*lea/)y
=Pn'n (k)

Die Impuls-Matrixelemente sind also periodisch in £, mit einer Periode von
+Ba;.

Mit einem ganz analogen Schluss zeigt man auch, dass T, v (k+7Ba;) = T, (k).
Da dies neben der Energie die einzigen beiden Groflen sind, die in die lineare
Suszeptibilitidt eingehen, kann die k-Raum Integration bei der Berechnung der
Dielektrizitatskonstante auf den nichttrivialen Teil der Brillouin-Zone reduziert
werden.



KAPITEL 9

KLASSIFIKATION DER ZUSTANDE

Um den Magnetozustéinden des Leitungsbandes Landau-Quantenzahlen zuzuord-
nen, die denen freier Elektronen im Landau-Modell entsprechen, muss eine analy-
tische Beziehung zwischen dem Tight-Binding und dem Landau-Modell hergestellt
werden. Diese Klassifikation ist jedoch nur moglich, falls sich die Elektronen in
einem ndherungsweise parabolischen Leitungsband-Extremum befinden. Das pe-
riodische Potenzial wird dabei in die renormierten Groflen Masse m* und Lande-
g*-Faktor der Quasiteilchen absorbiert. Wéchst das Magnetfeld aber soweit an,
dass die Magnetozustdnde merkliche Beitrige mehrerer Bénder/Tiler aufweisen,
bricht die Analogie zum Landau-Modell zusammen. Aufgrund der Entartung bzw.
geringen energetischen Separation der oberen Valenzbédnder, tritt dieser Effekt bei
Lochern schon fiir relativ kleine Felder auf [107].

In diesem Kapitel wird eine Magneto-Transfermatrix-Methode fiir den Zinkblen-
de Kristall abgeleitet. Obwohl analoge Ableitungen fiir alle Feldrichtungen méglich
sind, soll das Magnetfeld hier parallel zur [001]-Kristallachse liegen. Auch auf ande-
re Bravais-Gitter kann diese Ableitung erweitert werden. Fiir s-artige Bénder, wie
z.B. das erste Leitungsband in GaAs, ldsst sich dieses Modell weiter vereinfachen,
und man erhélt eine Modulation, die fiir kleine Magnetfelder als kosinusférmi-
ges Magnetopotenzial interpretiert werden kann. Beschrinkt man sich zusétzlich
auf bandkantennahe Zusténde, gelangt man in einem dritten Schritt zuriick zum
Landau-Modell, das Grundlage fiir die Klassifikation der Magnetobandstrukturen
ist.

80
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9.1. Magneto-Transfermatrix fiir s-artige Bénder

Befindet sich ein Zinkblende-Kristall in einem [001]-Magnetfeld, wihlt man der
Bequemlichkeit halber eine tetragonale Einheitszelle, wie sie in Abschnitt 11.1
beschrieben und in Abb. 9.1 dargestellt ist.

Um die Notation einfach zu halten, dreht man das Koordinatensystem 45° um
die z-Achse, so dass a; und ay parallel zur z- bzw. y-Achse liegen. Da nur néchste
Nachbar-Koppelungen beriicksichtigt werden, sind die Differenz-Vektoren (R, —
R;) gerade die Vektoren von den Kationen zu den Anionen:

1 -1 0 0
(R[/ — R[) & € 0 , 1 -1
1/v2 1/v2

Y )

0
¢ ~1/V2 ~1/V2
(9.1)

Die Vektoren von den Anionen zu ihren Koppelungs-Partnern sind natiirlich ge-
rade das Negative der obigen.

Die Magnetophasen in den Tight-Binding Matrixelementen
(k,m,a|H|k,m', o) (9.2)

1
= N ZGXP |:Zk (Rp — R[) +

LI

i

20 Ry +Ry), (Rp — RI)y Lia,rar

h
eB
ten z-Position der beiden Atome und der y-Komponente des Koppelungs-Vektors
(Rr — Ryp), ab. Betrachtet man die Koppelungen des Zinkblende-Gitters in Abb.
9.2 bzw. GlL. (9.1), ist ersichtlich, dass die Koppelungs-Vektoren Ry — Ry aus-
schliefflich in die xz- oder in die yz-Ebene fallen. Daher hingen nur diejenigen
TB-Matrixelemente vom Magnetfeld ab, die Atome zu verschiedener y-Position
koppeln. Fiir Koppelungen, die in der xz-Ebene liegen, fillt der feldabhingige,
zweite Summand im Exponenten von Gl. (9.2) heraus.

héngen iiber die magnetische Linge [, := von der Feldstirke, der absolu-

Zerlegt man die m’te Einheitszelle in z-Richtung in zwei atomare Lagen, mit den
TB-Eigenvektoren Cc¥ und Cg), so lésst sich die Schrodinger-Gleichung mit den



82 Kapitel 9. Klassifikation der Zustédnde

Abbildung 9.1: Gestrichelt
sind zwei konventionelle Einheits-
zellen des fec-Gitters mit Ku-
geln an den Positionen der Ka-
tionen. Mit durchgehenden Linien
ist die neue, durch die orthogo-
nalen Translationen aj,as,as auf-
gespannte Einheitszelle eingezeich-
net.

°» Ga(z=0) Abbildung 9.2: Dreht man

® As (z = a/d) einen Zinkblendekristall 45 Grad

® Ga(z=al2) um die z-Achse liegen alle Kop-
pelungen parallel zur zz- oder yz-
Ebene.

dimensionslosen Konstanten A* = a?/2[7 und m % = 5 (Rp + Ry), schreiben:

L
2

caky | 2\2m caky 2m
(B + 50,35, R ) o 4 TR, + 1O — 0,
(9.3a)
(Ho o + Hy 2€i%+i%(m+%) + Hp 264% if(m+;)> CyY
) (1
PP, + e —0
(9.3b)

Dabei sind Hy ;, H; ; und Hy; die von der Energie F, k, und k, abhédngigen Hamil-
ton-Teilmatrizen, welche lokal bzw. in +y-Richtung koppeln. Die Koppelungs-Ma-
trizen TS), ']1“5;), ']1“5;), Tgf) sind Funktionen von k, und k.. Eine analoge Zerlegung
ist Ausgangspunkt fiir die Transfermatrix-Methode, wie sie prinzipiell auch in

Kapitel 2 verwendet wird.

Bei nicht zu grofien Feldern ist die Wellenfunktion iiber viele Einheitszellen aus-
gedehnt, wobei sich die Koeffizientenvektoren benachbarter Schichten bis auf einen
Faktor gleichen. Da man aber ohnehin nicht an den Losungen der einzelnen Orbi-
tale interessiert ist, sondern an deren Verlauf {iber viele Gitterkonstanten hinweg,
empfiehlt sich ein enveloppenédhnlicher Ansatz in z-Richtung fiir die Koeffizienten-
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Vektoren als Funktion der reduzierten Lénge £ := Am = z/I,

Z fi (€) eh=t/lec )] (9.4a)

Zf] (g+ ) ke (E+3/2)/le 0(23), (9.4b)

Mit C(19) und C39) sind Sitze der TB-Koeffizienten innerhalb einer Einheitszelle
bezeichnet und f;(§ = x/l.) moduliert die Koeffizientenvektoren iiber viele Git-
terzellen hinweg. Ist die Zahl der Summanden N gleich der Anzahl der Orbitale in
der Schicht, bilden die Gln. (9.4a,9.4b) eine vollsténdige Basis des Losungsraumes.

Um die nachfolgende Ableitung zu vereinfachen, soll obige Summe auf nur einen
Summanden, k, = 0 und reelles f eingeschrinkt werden:

Man beachte, dass der letzte Schritt im Einband-Fall exakt ist'. Eingesetzt in die
Gln. (9.3a,9.3b) ergibt sich:

.ak

.ak . .
= <H0,1 + M GZTg +igt + Hy 6%73 z;§> C(l)f(g) (9.6a)

A _ A

+T ' CP (€~ 3) + T CPf (s + 5) ,
caky | . aky .

0= <H0,2 + H1,2€ZW+Z%(§+‘ ) + Hyoe __Z%(H_%)) c@f (f + %) (9.6b)

+To CWF(€+4) + T3 CU £ (6).
1
Wegen der Hermitizitédt des Hamilton-Operators folgt zudem ']1“5;’ = (Tglﬂ) und
_ T
) - (1)’

!Diese Aussage bezieht sich natiirlich auf eine analoge Ableitung fiir ein primitives Gitter
mit nur einem Orbital.
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Betrachtet man speziell ein s-artiges Band, sind also die Komponenten der s-
oder s*-Orbitale in den Tight-Binding Vektoren C) und C® deutlich gréfer als
alle anderen, gilt wegen der Isotropie der ss-Koppelungen ndherungsweise:

b, ::CT(UHMC(U ~ CT(l)HZJC(l),
e, ::CT@)HLQC(Z) ~ CT(Z)H2’20(2)7
cn ::CT(UTS)C@) ~ CT(l)Tg;)C(Z),
In ::CT@)T;)CU) ~ CT(Z)TgT)C(l).
Multipliziert man die Gleichungen (9.6a,9.6b) skalar mit C'") bzw. C'? und

definiert man zusitzlich a, := CtWH;; CY und d, := C'PH;,C? so ergibt
sich der kompakte Ausdruck

wl (€ + b (208 |54 T e |1 (6= 5) + 7 (43| =0
(9.8a)
b+ ) +enzeos | E 45 =D g (64 5) +aalie+ ) +f(§)](:§b)

Jeweils die zweiten Summanden in obigen Gleichungen wirken — bei festem £,
— effektiv wie Kosinuspotenziale in x-Richtung, deren Stéirke proportional der
Koppelung in y-Richtung ist. Die Periode des kosinusférmigen Magnetopotenzials
wird durch das Verhiltnis der Gitterkonstante zur magnetischen Lénge [. vorge-
geben. Losungen zu verschiedenen k, sind nur entlang der z-Achse verschoben,
ansonsten aber unverdndert. Daher sei im Folgenden 0.B.d.A. k, = 0 gesetzt.

9.2. Nidherung fiir kleine Magnetfelder
Ist die magnetische Linge [, grof§ gegeniiber der Gitterkonstante a, also A\? klein

(in GaAs bei 200 T gilt: \? = a?/2? = a’eB/2h ~ 0,05), liegt eine Kontinu-
umsniherung der Gleichungen (9.8a,9.8b) nahe. Substituiert man

o~ |r(ers3) 2@+ (e-3)]
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in die Gln. (9.8a,9.8b) folgt:

(4“"_20" + 0 cos H) FO+€)=0  (9.9)

A2c,, A2c,, 2
d, —2g, 8e, XN A " A
AS A 2 Z) = 9b
(4 ., +A%naﬁ[2-+4]>f@+-y4af §+2 0 (9.9b)

Diese Differentialgleichungen sind in der Mathematik als Mathieu-Gleichung

[p —2qcos (22)] y(x) +y" () =0 (9.10)

bekannt. Da ihre Koeffizienten p,q genau eine Losung spezifizieren und die GI.
(9.9a) und Gl. (9.9b) gleichzeitig erfiillt sein miissen, folgt:

a, d,

— = — 9.11
Cn 9n ’ ( a)
b e

===, 9.11b
Cn 9n ( )

Wegen der Gln. (9.11a,9.11b) kann man sich auf Gleichung (9.9a) beschrénken.

},x)

2l Abbildung 9.3: In einem s-
Band wirkt das Magnetfeld effek-
tiv wie ein kosinusférmiges Poten-
zial das die Wellenfunktionen loka-
lisiert. Die Orientierung der Wel-
len in z-Richtung folgt aus der
speziellen Wahl der Eichung A =
(0,zB,0). Die Position der Téler
entlang der z-Achse ist durch £k,

X bestimmt.

cos(

magnetische
Einheitszelle

Betrachtet man f (m) als die Einhiillende der Wellenfunktion, so liegt die Inter-
pretation von p — 2q = 445== 20" — /\82”" als die renormierte Energie und 8"" cos [2¢]
als effektives Potenzial nahe Dieses effektive Potenzial und die von 1hr mitbe-

stimmte magnetische Einheitszelle ist in Abb. 9.3 veranschaulicht.

Fiir die Giiltigkeit obiger Ableitung ist die Rationalitdt des Magnetfeldes nicht
erforderlich. Allerdings erhilt man fiir irrationale Felder aperiodische Losungen.
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Ganz analog dazu sind die Losungen der Mathieu-Gleichung im Allgemeinen ape-
riodisch. Wie aus der Mathematik bekannt [92], existieren abz&hlbar unendlich
viele Koeffizienten p; (¢), so genannte charakteristische Gréflen, die zu periodi-

schen Losungen fiithren. Sie entsprechen gerade den rationalen Feldern aus Kapitel
6.

Abb. 9.4 zeigt die ersten vier geraden, periodischen L&sungen der Mathieu-
Gleichung fiir (a) im Vergleich zur Amplitude des , Modulations-Potenzials* klei-
ner ,,Energie® (kleines p/q — 2) und (b) vergleichbarer Energie und Potenzial. Die

Ahnlichkeit mit den Losungen im Fall (a) mit denen des harmonischen Oszillators
wird im Folgenden Abschnitt diskutiert.

Fiir eine eingehendere Diskussion der Mathieu-Funktionen sei auf Ref. [92] ver-
wiesen.
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9.3. Bandkantennahe Zustinde

Bei bandkantennahen Zustédnden, ist die (effektive) Energie klein gegeniiber der
Amplitude des Magnetopotenzials. Die Wellenfunktion ist dann um das Minimum
des Kosinuspotenzials lokalisiert. Entwickelt man Letzteres um das Minimum, so
folgt (g—z < 0):

4an — 2¢, + 2b, _ b_n
A2, Cn

§2> F(E) + () = .

Vergleicht man dies mit dem Ergebnis eines effektiven Massen-Modells in asym-
metrischer Eichung A = (0,2B,0) mit k, = k, = 0 und unter Verwendung des
Ansatzes VU (z,y,2) = ¢ (£ = z/l.):

(”;;Elz - 52> 6 (€)+ 6" (&) =0,

erkennt man, dass die Interpretation von f(&) als Einhiillende der Wellenfunktion
durchaus korrekt ist.

Das Tight-Binding Modell mit der Peierls-Phase fiihrt also im Grenzfall a/l, — 0
und bandkantennaher Zustidnde auf exakt die gleiche Losung wie das Modell der
effektiven Masse.

9.4. Vergleich mit nummerischen Lésungen

Abschlieflend sollen die analytisch gewonnenen Lésungen noch mit nummerischen
Losungen des vollen Hamilton-Operators verglichen werden. Das verkleinerte Bild
in Abb. 9.5 zeigt den Realteil des TB-Koeffizientenvektors des ersten Leitungsban-
des von GaAs am I'-Punkt bei einem in [001]-Richtung angelegten Feld von 190 T.
Die ungerade Wellenfunktion ist in einem kleinen Teil der Einheitszelle lokalisiert
und wie erwartet s-artig, was die Beschrinkung auf nur einen Summanden in
Gl (9.4a) im Nachhinein rechtfertigt. Die starke Kontraktion auf etwa ein Zehn-
tel der Einheitszelle zeigt, dass die Ndherung als bandkantennaher Zustand bei
190 T gerechtfertigt ist.

Im Hauptbild von Abb. 9.5 sind die Beimischungen anderer Orbitale vergrofiert
dargestellt. Wie bereits aus der k - p-Theorie bekannt ist [93], weisen die Enve-
loppen p- oder d-artiger Beimischungen die Form héherer Hermite-Polynome auf.
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A GaAs,B=190T
v 1. Leitungsband
I'-Punkt
‘N - —s
Rl ==,
f? e Al ¥ [
T y T T
x g magnetische S A 4 C T dyZ
< |Einheits- \ 4 2 ——d,
& |zelle A s d
\Y 0 - X2-y2
& T d322-r2

59 61 63 65

N
(6)]

Abbildung 9.5: Realteil des Tight-Binding Koeffizientenvektors fiir die Or-
bitale der Ga-Atome entlang der Lingsachse der magnetischen Einheitszelle. Der
gezeigte Zustand ist das erste Leitungsband am I'-Punkt von GaAs bei einem ent-
lang der [001]-Achse angelegten Magnetfeld von 190 T. Im unteren Teilbild ist die
Wellenfunktion iiber die gesamte Einheitszelle hinweg dargestellt.

Man beachte auch, dass auch L, mit dem Hamilton-Operator im Feld kommutiert
[H, L,] = 0. Daher konnen alle Zusténde statt nach den Quantenzahlen (n,k) auch
nach n und dem Erwartungswert von L, klassifiziert werden (vgl. Anhang A).



KAPITEL 10

ABLEITUNG DER DIELEKTRISCHEN
FUNKTION IN TIGHT-BINDING

Um Magnetfelder oberhalb von etwa 30 Tesla zu erzeugen, benotigt man ex-
trem hohe Spulenstrome. Der einhergehende riesige Energieverbrauch, die Ver-
lustwérme, sowie die immense mechanische Belastung erlauben lediglich einen
gepulsten Betrieb [94]. Die damit verbundene rapide Anderung des magnetischen
Flusses fiihrt zu einer starken Induktion in den Messleitungen. Diese Induktions-
Spannungen kann man zwar durch geschickte Anordnungen minimieren aber nie
vollstindig eliminieren [94], was prizise Messungen der Transport-Eigenschaften
erheblich erschwert. Optische Experimente werden dagegen — wenn man von sel-
tenen 4-Photonen-Prozessen einmal absieht — durch ein sich zeitlich &nderndes
Magnetfeld nicht beeintrichtigt und empfehlen sich daher besonders zur Analy-
se der elektronischen Struktur im gepulsten Magnetfeld. Die typische Zeitskala,
innerhalb der optische Uberginge stattfinden, ist zudem klein gegeniiber der Mi-
krosekundenskala auf der sich das Magnetfeld verédndert. Bei geeigneter Spulen-
anordung und kleinen Proben sind daher Experimente in zeitlich und rdumlich
homogenen ,Megagaufl“ Magnetfeldern moglich. Naturgemdfl basieren fast al-
le Experimente auf Transmissions-Messungen. Die entsprechenden Koeffizienten
konnen von theoretischer Seite her im Rahmen des Kubo-Formalismus berechnet
werden. Das ungestorte System ist hier stets der Kristall im rdumlich homogenen
und zeitlich konstanten Magnetfeld. Lediglich der zusétzlich eingestrahlte, schwa-
che Laser-Puls wird als Storung betrachtet. Erst diese Aufteilung rechtfertigt die
Anwendung stérungstheoretischer Methoden.

Im Folgenden soll die transversale Dielektrizitdts-Konstante des Kristalls im
Magnetfeld abgeleitet werden. Dazu wird zunéchst der Stromdichte-Operator all-
gemein und innerhalb des Tight-Binding Modells hergeleitet. Mit diesem kann
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iiber die Strom-Strom Korrelationsfunktion der Response des Systems auf einen
elektromagnetischen Puls berechnet werden. Temperatureffekte werden durch die
Evaluation der Green’schen-Funktionen bei komplexer Zeit (Matsubara Formalis-
mus) inkludiert. Als Resultat erhélt man die elektrische Suszeptibilitét und direkt
damit zusammenhingende Groflen wie Dielektrizitdts-Konstante, Brechungsindex,
Absorptions- und Reflexions-Koeffizient.

10.1. Der elektromagnetische Storterm im Kontinuumsmo-
dell

Als allgemeiner Ausgangspunkt soll hier der Dirac-Hamilton Operator dienen,
der bis auf die von der Quanten-Elektrodynamik stammenden Korrekturen als
exakt angesehen werden kann. Mit der kanonischen Darstellung der beiden Dirac-
Matrizen «, § hat er die Form [80]:

Hp = ca- (f)+eA> + Bmc® + eg (1) (10.1)

Mit ¢ wurde die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Die vier-komponentige Dirac-
Gleichung, welche die Wellenfunktion des Elektrons mit der seines Anti-Teilchens
koppelt, kann durch eine Foldy-Wouthuysen Transformation in zwei entkoppel-
te zwei-komponentige Gleichungen aufgeteilt werden, so dass sich nur noch die
beiden Spineinstellungen der Teilchen untereinander mischen. Diese Transforma-
tionen muss fiir ein endliches Vektorpotenzial A durchgefiihrt werden. Diese, etwas
ldngliche Rechnung findet man z.B. in Ref. [81]. Entwickelt man die resultieren-
de Gleichung fiir das Elektron nach v/c lauten die Beitréige bis einschliefilich der
Ordnung (v/c)*:

. 1 A\ 2 A
2 AT N .
H =mc" +egp(f) + 5 (p + eA) +pupo -V x A (10.2)
1B . A hup 1 . a2\
5,27 Vo x (p+eA) o Ly - vy <p+eA)

Die letzten zwei Terme kénnen bei allen hier relevanten Feldern als sehr klein (<<
1 meV) abgeschiitzt werden, so dass der verbleibende Operator mit Il := p+ eA
sich vereinfacht:

)

H=mc*+ep(t)+

L
10.3
2m + h 7 ( )
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Wie in der Einleitung erwéhnt, soll der Stromdichte-Operator in Tight-Binding
Néherung bis zur ersten Ordnung eines zeit- und ortsabhingigen elektromagne-
tischen Feldes bestimmt werden. Das ungestorte System ist dabei der Kristall
im konstanten Magnetfeld V x A. Die eingestrahlte elektromagnetische Welle,
reprisentiert durch die mit einem § versehenen Potenziale dA(#,t) und J¢(t, t),
fiihrt zu einem Stérterm H; im Hamilton-Operator, der bis auf Terme zweiter
Ordnung in 6A und 6¢ lautet:

H, =H (A+5A,q3+5<£) H(A$)
%eég@%—%(ﬂ-&&—l—&& H)

,UB ~ N UB
—o-pxJA—
+ h 2mc?

o (ev([s X 6A + Vi x H)

Der zu p x A proportionale Term riihrt von der unterschiedlich starken Auf-
spaltung der beiden Spineinstellungen des magnetischen Moments der Elektronen
im veriinderten Feld her. Schiebt man vor bzw. nach A jeweils die Ortsraum-
Identitét ein, ergibt sich:

i = 2m/ I |r) +hc}+¢[a—xp,|r><r|] (10.4)

—‘Z—Ba X T |r) (r |) SA(r,t) &P+

~ /-'I/B ~ A
+ edp(r,t) — 52’ Vg x 11
Um der Klarheit willen wurde in obiger Gleichung noch einmal explizit zwi-
schen Operatoren (mit Dach) und Skalaren/Vektoren (ohne Dach) unterschieden,
was aber im Folgenden unterbleiben soll. Definiert man nun den zum Spin-Bahn
Hamilton-Operator im Magnetfeld Gl. (10.3) gehorigen Stromdichte-Operators j
als

¢UB
53 r)(r| (10.5)

- -
' ' '

=:j(B) =:j(5) =:j(50)

j.:g—( Ir ><r|+h.c.z+;—m[a x TI, |r) @Q

und setzt diesen in Gl. (10.4) ein, erhélt man den einfacheren Ausdruck:

f[lz—/j-éAd?’

(JA* 6A-Vép)  (10.6)
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Die Definition des Stromdichte-Operators in Gl. (10.5) weicht von der in den
Lehrbiichern angegebenen ab und bedarf der Kommentierung: Der erste Sum-
mand ist der Bahn-Beitrag j®) zur Stromdichte. Gegeniiber der konventionellen
Definition der Stromdichte wurde p durch den kanonischen Impuls im Magnetfeld
ersetzt. Der zu o x II proportionale Kommutator beschreibt die Verdnderung des
Spinkreisstromes j¥) durch 6 A. Wie im Anhang C gezeigt wird, ist dieser diver-
genzfrei und triagt daher nicht zum makroskopischen Ladungs-Transport bei. Der
einfache Impuls-Operator im Spinterm wurde durch den kanonischen Il = p+cA
ersetzt, da das Vektorpotenzial lokal ist und daher ohnehin herausfillt. Von der
Spin-Bahn Koppelung herriihrende Beitrige zur Stromdichte j**¢) werden durch
den dritten Term in GIl. (10.5) beschrieben. Dass die so definierte Stromdichte
Gl. (10.5) auch wirklich die Kontinuitidts-Gleichung der Ladung erfiillt, wird in
Anhang C explizit bewiesen.

Ubertrigt man die zu A proportionalen Komponenten der beiden Gleichungen
(10.5,10.6) in den Wellenzahl-Raum, so erhilt man die fiir das weitere Vorgehen
vorteilhaftere Darstellung:

. € II —iq-r —iq-rH ie —iqr] _ /LB_
J(q)_QmV( € te )+2mv o % p,e™"] 020XV¢(q)
. KB
H =-V Eq j(q) - 0A (—q) + edp(r,t) — 2m020. - Vg x I (10.7)

Die Stromdichte j(q) ergibt sich also aus der Ableitung des Stéroperators nach
0A (—q):

1 dH,

j(a) =
Diese sehr allgemeine Relation kann nun dazu verwendet werden einen Ausdruck
fiir den Stromdichte-Operator im empirischen Tight-Binding zu finden.

10.2. Der Stromdichte-Operator in Tight-Binding

Die in der folgenden Ableitung auftretenden Wellenlédngen des einfallenden Lichts
sollen grof} gegeniiber den atomaren Absténden sein, d.h. A (q) soll nur fiir Wel-
lenzahlen q von Null verschieden sein, die klein gegeniiber den Dimensionen der
(feldfreien) Brillouin-Zone sind.
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Die einzelnen kristallinen Einheitszellen innerhalb einer magnetischen Einheits-
zelle werden in diesem Abschnitt formal als erweiterte Basis aufgefasst. In den
Rechnungen wird zudem héufig von der Translations-Invarianz des feldfreien Ha-
milton-Operators um einen Gittervektor R Gebrauch gemacht:

t?a,[’a’ = t(c)t,a’ (RI' - RI)

Mit ?74,rrer Wird die Koppelung zwischen zwei nahe beieinander liegenden Orbi-
talen beschrieben. Folglich ist R;» — R; weder Null noch grofler als einige Gitter-
konstanten.

Nach dem Hellman-Feynman-Theorem gilt fiir den Erwartungswert des Strom-
dichte-Operators fiir einen Eigenzustand des Hamilton-Operators mit Gl. (10.8):

1 dH > __1d({Hi[6A(q)]) (10.9)

@)= - <Vd5A (—q) V' doA (—q)

Gesucht wird also die Ableitung des Tight-Binding Hamilton-Matrixelements
nach JA (—q). Das Stromdichte-Matrixelement zwischen den beiden Magneto-
blochzusténden im homogenen, rationalen Magnetfeld (n,k) und (n',k’) lautet
folglich:

(nk[j (a)| W'K") =juw (k, X', q) (10.10)

-1 d s
_ E : to(k (K o Rur—ik Ry
NV doA (-q) O (1) Gver () €

1

X |:tloz,llo/ + 5[,[’ <5a,o¢’ 63 + 55/\,5’/\’§Aa,o¢’+

+ dpxnpn pip (Is|o -V x (A+5A)|Is))] (10.11)

Das Vektorpotenzial geht sowohl in das Hopping-Matrixelement ¢ als auch in
das Spin-Matrixelement ein. Um die weitere Ableitung tibersichtlicher zu halten,
werden die dA abhingigen Terme beginnend mit der Zeeman-Aufspaltung des

Spins gesondert betrachtet. Leitet man das Matrixelement im letzten Term von
Gl (10.11) nach 6A (—q) ab, erhélt man:

d{Islo -V x0A|Is") d
A (—q) ~ dA (—q)

= —ie "R ([s|o x q| Is').

> igx 6A (q) - (Is|o| Is')y e
q
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Der Spinstrom wirkt sich also nur auf die lokalen Matrixelemente aus und ver-
schwindet im langwelligen Limes. Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (10.10) ein
ergibt sich die Spinkomponente des Stromdichte-Matrixelements, j*), zu:

i) (1, q) = —0 > Ol (k) Corr (K Y R k)
Jn,n’( ) 7q) m s na() na( )(Oé|0'Xq|Oé> - €
_ _ieh E Ok Cl (k) Cror (K) {a|o x g| o) e KT
omV k'—-k+K,qVna n'a

K,a,a/

(10.12)
Der Impuls q des absorbierten oder emittierten Photons_' bewirkt aufgrund des
(Kristall-)Impulserhaltungsatzes einen nichtsenkrechten Ubergang im Banddia-

gramm. Einem moglichen Wechsel der Brillouin-Zone tragt die Summe {iber die
reziproken Gittervektoren K =n,b’ + nybl, + ngb’ mit ny, ny, ng € N Rechnung:

D el k) - Ne KON 5 ik (10.13)
L K
Definiert man die Spinkoppelungs-Funktion durch

o (KK, @) =1 3 G scs164Cla (K) Cor (K) <a

O/> 67ZK~TA

50’ X q
K,a,a!
(10.14)
vereinfacht sich die Spinkomponente des Stromdichte-Matrixelements zu:
i) (kK,q) = —— o (kK 10.15
Jn,n’ ( ’ 7q) TTLV o-n,n ( ) 7q) . ( ° )

Die Ableitung der Hopping-Matrixelemente ¢, ;v nach JA (q) ist etwas lingli-
cher. Das Magnetfeld geht hier lediglich iiber die Peierls-Phase ein. Nimmt man
als Integrationsweg wieder die Gerade entlang der Kernverbindungslinie R; — R,
kann die Peierls-Phase im Frequenzraum analytisch integriert werden:

eiq~RI _ 6iq~R11

iq-(R; — Ry)
(10.16)

I dA(r)dr = Z/ I §A(q)e " dr = (R; — Ry) - Z5A(Q)

R,/ R,/
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Die Summe iiber q und das Integral vertauschen, da nach dem am Anfang des Ab-
schnitts angegebenen Voraussetzungen die Summe nur endlich viele Summanden
enthilt!. Wie man leicht iiberpriifen kann, geht im langwelligen Limes die rechte
wie die linke Seite gegen (R; — Ry/) - JA.

Fiir die Ableitung von t;, o nach A (—q) folgt damit:

dt[a I'o! 0 e , eiq’-RI o eiq"RI’
A () Sara |1 =7 (Rr—Rp)- ) oA 10.17
dé A (_q) o, I ( i ( 1 I) ; (q)lql (RI_RI’) ( )
e eiiq'R[ _ e*iq'RII
(R; —Ryp)

X J—
h q- (R[ — Rp)

Weil nur Terme bis zur linearen Ordnung in §A betrachtet werden sollen, wur-
de die Exponentialfunktion nach 6 A entwickelt. Mit 7, ., ist das Tight-Binding
Matrixelement im Magnetfeld bezeichnet. Setzt man nun Gl. (10.17) in GI. (10.10)
ein, erhélt man die interatomare Komponente des Stromdichte-Matrixelements.
Aufgrund des Umfangs dieser Ableitung wurde sie in den Anhang B verlagert.
Hier sollen lediglich die wichtigsten Ergebnisse aufgezeigt werden. Zur kompak-
teren Darstellung des Folgenden wird das auf nichtsenkrechte Uberginge verall-
gemeinerte Impuls-Matrixelement

m iK-
Pn,n (ka kla q) ::% Z C:wé (k) On’a’ (kl) lLao 6k’7k7q,2K€ZK (Ta+T) (1018)

K,L,a,a!

) 1— e—iq-(RI_T/\/)
< (v — R el(k—&-K)-(TA/—R])
(™ 1) q- (Ri—7y)

definiert. Im Limes q — 0 und damit K = 0 geht Gl. (10.18) in die von Graf [79]
fiir den Spezialfall k = k',q = K = 0, B = 0 gefundene Form {iber:

. , _..m i ,
lim py, v (k, K, q) = lim — > Ol (k) Cuo (K) (T — Rp) tr, o

L,a,a!

» 1
% 5k’7k,q61k.(T/\,7RI) <Z — 5q_ . (R[—T,\/)>

m d
=0 x——— (nk |H|n'k) .
Wi o (nk | H|n'k)
!Da q klein gegeniiber der (feldfreien) Brillouin-Zone sein soll, ist |q| beschrinkt. Zudem ist
aufgrund des endlichen Kristall-Volumens V' eine nichtverschwindende k-Raum Diskretisierung
vorgegeben.
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Des Weiteren wird die T-Matrix eingefiihrt:
TN —R1)®(T)\/ —R[)

[a- (7x = Ry)J’
(10.19)

2m
Tn,n’ (k, k,, (1) ::ﬁ Z C:La (k) Cnla’ (kl) tL,aa’(

aa! L

X [5k,k’2 sin’ [q - (Ty — Ry) /2] k(T —=Rp)

_ Z Sk 12 2K€ik’~TA,7ik~TA <€7ik’-RL/2€7i2q-T/\
- q,

K
L emikRL/2p-12a Ty _ 2€—i(k’—q)-RLe—iq-TA—iq-TA/)}

Auch sie geht im Fall k = k', q = K = 0,B = 0 in die von Graf [79] definierte
T-Matrix iiber:

T (k) :=—— Y Cl (k) Crar (K) trow (10.20)

X €ik'(TA'_RI) (T)\/ — R[) & (T)\I — R[) .

Die rein lokal gendherte Spin-Bahn Koppelung Gl. (1.9) liefert aufgrund der feh-
lenden 0 A (q)-Abhéngigkeit keinen Betrag zur Stromdichte. Der dritte Term des
Stromdichte-Operators j*°?) in GI. (10.5) fillt daher heraus. Mittels der Definitio-
nen (10.14,10.18) und (10.19) lidsst sich das Stromdichte-Matrixelement in einer
sehr kompakten Weise schreiben:

€

(ks § (@) n'K) =— (P (kK. 0) = o0 (kK @) (10.21)
T (K q) 9A(a)
Jn (@) = (nkj (@) n'k). (10.22)

Im langwelligen Limes (q —0,k — k') reduziert sich dieser Ausdruck auf das aus
der Literatur [79] bekannte Resultat:

2
—e e

k|jln'k) = —ppw (k) + —=Tpn (k) 0A(t 10.23

) = e () + - T () SA) (10.29

mit p,, . (k) := pow (k,k,q=0) und T}, ,v (k) := T,,» (k, k,q = 0). Um in diesen

Ausdruck explizit das elektrische Feld E einzubinden, wechselt man in den Fre-

quenzraum: In der Coulomb-Eichung (E = 0;A) gilt dE(w) = —iw JA (w). Setzt
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man 6A (t) =i [ & e “'L§E(w) in GL. (10.23) ein folgt:

e ie?

Do (k) 6 (@) + ——T (k) B(w). (10.24)

jn,n’(kaw) = -

Trotz der eher iiblichen Frequenzraumdarstellung soll im Folgenden mit G1. (10.23)
gearbeitet werden.

10.3. Ableitung der Kubo-Formel im Magnetfeld

Im vorigen Abschnitt wurde ausgehend von dem elektromagnetischen Storterm

Hy ==V Y~ (5A(=qt) -j(a 1) + 66(—a,t)-p(a 1) = 550 - V36 x TT

(hier mit p(q) = —e €7"9") ein Ausdruck fiir den Stromdichte-Operator in Tight-
Binding abgeleitet. In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, dass die Strom-Strom
Korrelationsfunktion im Magnetfeld gerade die Antwort des Systems auf ein zu-
sdtzliches externes Feld in linearer Niherung beschreibt (Kubo-Formalismus).

Der Erwartungswert des Stromdichte-Operators ergibt sich in der iiblichen li-
nearen Response Niherung, also bei adiabatisch eingeschalteter Storung zu:

" (ast)) = Gr (ast))g +<;/t [Hy (1), 51 (qut )]dt'>

0

<.]I q7 - _/ dt ) )7j[ (q7t)]>g 6A(_q,7t,)
J(q »a,t,t)
— G (@) + / a3 {lir () 31 ()]} GA(~d(, )
J(q,q’yt,t’)
(10.25)

Der Index I kennzeichnet Operatoren im Wechselwirkungs-Bild. Der Einfachheit
halber wurde eine Eichung gewéhlt in der d¢ verschwindet. Da der Hamilton-
Operator zeitunabhéngig ist gilt fiir den Strom-Strom-Korrelationstensor:

J (q7 qla t: tl) = J (q7 qla t— t,) = J (q7 qla 7_) .
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Auch die Wellenzahl-Vektoren q und g’ sind nicht unabhéngig. Am einfachsten
sieht man dies aus der Fouriertransformierten J (r,r’, 7). Fiir sie gilt wegen der
Translations-Symmetrie des Gitters:

J,o',7) =T+ Ry, r'+R, 7).

Man beachte, dass Ry ein primitiver, magnetischer Gittervektor ist, da nur die
Gruppe der magnetischen Translationen mit dem Hamilton-Operator kommutiert.
Durch Riicktransformation der rechten und linken Seite obiger Gleichung und
unter Verwendung der Vollstdandigkeit, ldsst sich leicht zeigen, dass J durch einen
(einzigen) k-Raum Vektor q und zwei zugehorige reziproke Gittervektoren K, K’
des magnetischen Ubergitters charakterisiert werden kann:

Jxx (a,7) = (i (@ + K',7)  jr (—a + K,0)]) (10.26)

Aus Kausalitétsgriinden verschwindet J fiir 7 < 0.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass der Kubo-Formalismus auch im
Magnetfeld gilt, nur miissen in allen Operatoren, wie z.B. der Stromdichte, die
Impulse p, etc. durch die kanonischen Operatoren im Magnetfeld ersetzt werden.

Wird zusétzlich obige Darstellung auf eine unvollstindige Tight-Binding Basis
abgebildet, verkompliziert sich das Vorgehen etwas, da ein Basiswechsel durch
Einschieben einer Identitdt i.d.R. nicht mehr moglich ist. Die Strom-Strom Kor-
relationsfunktion J ist nun eine Funktion der Gitterplatze und Orbitale:

Joow RLRp,m) = Y ([{Lalis (0] 1", ") (1", 0" [ (0)| I', )]
I”,O{”

Aufgrund der unvollstéindigen Ortsraum-Basis ist auch das k-Raum Pendant |n, k)
unvollstindig (endl. Anzahl von Béndern), so dass die Relation

JK,K' (qa T) ~ Z < [j[,nn’(ka kl; q-+ K)T)ajf,n’n(kla ka —q+ KIJO)] >
nk,n’'k’

nur ndherungsweise gilt.

10.4. Die Korrelationsfunktion fiir 7" > 0 im Matsubara For-
malismus

Zur Berechnung der Suszeptibilitdt bei endlichen Temperaturen kann auf den Mat-
subara-Formalismus [96] zuriickgegriffen werden. Der Kern dieser Theorie besteht
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aus der Beobachtung, dass die thermodynamische Gewichtsfunktion exp(—3H)
mit § = 1/kgT und der Zeitentwicklungs-Operator fiir einen skleronomen Hamil-
ton-Operator exp (—%tﬂ) formal identisch sind, wenn man die reduzierte Tempe-
ratur 3 als komplexe Komponente der Zeit t' = t—i/3/h auffasst. Die Grundidee be-
steht darin, statt einer (kohérenten) zeitlichen Mittelung, wie sie in Gl. (10.26) auf-
tritt, und anschliefenden (inkohérenten) thermodynamischen Mittelung iiber das
jeweilige Ensemble, nur noch eine Mittelung mit komplexer Zeit durchzufiihren.

Wie aus GI. (10.25) ersichtlich, wird J in der Kubo-Formel mit JA multipli-
ziert. Da nur Terme bis zur linearen Ordnung in 0 A beriicksichtigt werden sol-
len kann fiir das Folgende der zu 0A proportionale Term in der Strom-Strom-
Korrelationsfunktion wegfallen. Die zu Gl. (10.26) gehorende Korrelationsfunktion
im Matsubara-Formalismus lautet:

Jxx (a,7) = (T jr (a+ K1) jr (—q+ K,0))

Mit T’ wird dabei der Zeitordnungs-Operator fiir komplexe Zeiten bezeichnet. Fiir
7 > 0 gilt insbesondere:

Jxx (q,7) = —e" (e " j; (q+ K,7) jr (—q + K',0))

Dabei bezeichnet e~%# die kanonische Zustandssumme. Wertet man obigen Aus-
druck im Schrodinger-Bild und mit Bloch-Funktionen |nk) als Basis aus, erhilt
man:

Jkx (q,7) = — et <e’Hﬂ e/ (q+ K,7) e THIh @ 3 (—q+ K',0)> (10.27)
B Z <nk ‘e(r/hfﬂ)Hj (q+ K,T) e TH/N ‘ n’k’>
nk,n'k’'
® (WK'|j (—a + K',0) | nk)

—En(k)S
= € oT(En()=E,, (k) /h
e—8

nk,n'k’
x (nk|j(q+Kr7) [n'K)® (n'k'[j(—q+K'0)[nk)

x j",n’ (k7 kl: q+ KaT) ®jn’,n (kla k,—q+ Kla 0)
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Dabei wurde mit E,, (k) die Eigenenergie des Blochzustands im Magnetfeld be-
zeichnet und mit f,, (k) die zugehorige Besetzungs-Wahrscheinlichkeit. Fiir E, (k)—
E, (k') wurde die Abkiirzung Awy, (k,k') eingefiihrt. Wird die Tight-Binding
Darstellung der Stromdichte Gl. (10.21) mit A = 0 in Gl (10.27) substituiert
und beschrénkt man sich auf das erste Element der Jx x Matrix?, erhilt man:

2
& ’
T =- s > fu(k) e k) (10.28)
nk,n'k’
X &pn,n’ (ka kl; q) —Onn (ka kl; q)) X (pn’,n(kla ka _q) —On'n (kla ka _q))J
::Pnn’(kvak,:q)

Aus Kausalitétsgriinden verschwindet J fiir 7 < 0. Im Folgenden wird daher
stets 7 > 0 gesetzt. Fiir die Korrelationsfunktion bei endlichen Temperaturen
muss iiber die komplexe Zeit von 0 bis 3 integriert werden:

A
J(q,iw) = / eI (q, 1) dr

5 _ 2 , ,
:/ mQ—;Z Z fn (k) e*T(Zw*wnn/(k,k ))Pnn’ (k,k,,q) dT

nk,n'k’

e o iwB+wn (kK)B _ 1
= 515 n k Pnn’ k, kla .
w2 ) B (K@) =

_ i / fn’ (k,) — fn (k)
 m2V2 Z Pow (k, k', ) iw — Wy (k, k')

nk,n'k’

Beim Ubergang von der 3. in die 4. Zeile wurde von der fiir effektiv bosonische Ope-
ratoren geltenden Relation exp (iw@) = 1 Gebrauch gemacht [96]. Die retardierte

2Fiir immer kleinere Magnetfelder ,,wachsen“ die magnetischen Einheitszellen senkrecht zu
B was zu einer effektiven Verkleinerung der Brillouin-Zone fiihrt. Die Beschrinkung auf das
K = K' = 0 Element der Matrix bedarf daher im Gegensatz zum feldfreien Fall in dem ein Wech-
sel in die angrenzende Billouin-Zone durch Absorption einen Photons sicherlich vernachléissigt
werden kann, der Uberlegung. Withrend im Falle der Faraday-Konfiguration (B || q) die feldfreie
Niherung weiterhin uneingeschrinkt gilt miissen bei der Voigt-Konfiguration (B_Lq) unterhalb
von etwa 100 T und fiir Photonen-Energien oberhalb von etwa 1 eV mehrere Komponenten von
J mitgenommen werden. Da dieser doch sehr spezielle Fall in dieser Arbeit nicht auftritt wird
im Folgenden K = K’ = 0 gesetzt.
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Greens-Funktion bei endlichen Temperaturen erhélt man nun durch Substitution
iw—w+1id (6 >0):

ret e? / fn' (k,) - fn (k)
Iaw) =—57 ng;kl P (k. K ) -2 = (10.29)
=5 O Puw (k) [fur (k) = fu ()]
nk,n'k’

1
—1 — (kK
X (Pw—wmf k1) im0 (w — wha (k, )))

Mit GIl. (10.29) kann nun ein kompakter Ausdruck fiir die lineare Antwort der
Stromdichte und damit die Suszeptibilitdt abgeleitet werden.

10.5. Suszeptibilitiat

Kombiniert man GI. (10.25)

oin . iV > > du' —iw' (t—t') re
G (a,t)) = (j (q,t)>o+g/ dt'/ 3¢ Ot (qu') SA(—q,t)

mit Gl. (10.29) und wechselt man zusétzlich vom Zeit- in den Frequenzraum folgt:

(G ( Z Fal(k o (K) 0E(w)

_/ dt/ dw i —w—u' tJret(q, )/ dt'eiw,tl(SA(—q;tl)

—an T (k) 6E(w)

/ dw' / dt e—i(u)-l-w’)tJret (q,w/) SE (_q7 _w/)

2mw!

B 6E(_q7w)

ie? iV
= | D £ T () g0 — =37 (a, )
n,k

Im letzten Schritt wurde JA (w) = {E (w) /w und die Definition der Delta-Funktion
substituiert. Der Term innerhalb der eckigen Klammer ist wegen j = odE gerade
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der Leitfahigkeitstensor. Mit x; ; (w) =1i0;;(w) /sow folgt daraus:

ret _
Xij q7 an mw 6 V zy,nn(k) hwz J ( w). (1030)

Setzt man schlieflich die Gln. (10.29,10.28) in obigen Ausdruck ein, ergibt sich die
komplexe, transversale Suszeptibilitit fiir nichtsenkrechte Ubergénge als Funktion
der T und p-Matrixelemente:

6 (00 = § 3 )= S [ ()= fa(k)] (1031

7 !
n,n’ kk

X [pznn’ (ka kla Cl) — Oinn/ (k7 kla q)] [pjn’n (kla ka _q) — Ojn'n (kla ka _q)]

1 ‘ /
ho T (K K) imd (hw — hwp, (k, k ))] }

Im langwelligen Limes reduziert sich Gl. (10.31) zu einem formal mit dem feld-
freien Fall [87] identischen Resultat:

«|r

Xij (w) = - > {fn(kﬂrij,m (k) — %Z [for (&) = fa (6)] Pina (K) Dy (K)

mw2eyV s
(10.32)

-1 _
X <Phw — i (hw — hwpy (k))> } .

Der komplexe Suszebtibilitdtstensor x;; (w) kann in der Praxis nicht direkt aus
Gl (10.32) berechnet werden, da aus nummerischen Griinden eine Summation
iiber alle Bander i.d.R. nicht mdglich ist. Im Abschnitt 11.3 wird das konkrete
Vorgehen diskutiert. Fiir das Folgende sei x;; (w) bzw. die Projektion auf eine
skalare Komponente x (w) = >_,; €/ Xij (w) €;, wobei € ein normierter Eigenvektor
von ;; ist, als bekannt vorausgesetzt. Die Gleichungen des néchsten Abschnitts
beziehen sich somit auf x.

10.6. Zusammenhang mit messbaren Groéfien

Obwohl die komplexe Suszeptibilitdt selbst nicht direkt messbar ist, dient sie je-
doch als Ausgangspunkt zur Berechnung aller optischen Kenngréflen. Zunéchst
steht sie in direkten Zusammenhang mit der dielektrischen Funktion e:
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5ij:5ij + Xij (Tensor) (1033)
e=1+x  (Skalar) (10.34)

welche zwischen der (linearisierten) dielektrischen Verschiebung D und dem Elek-
trischen Feld E vermittelt:

D =¢E+ P =¢pc E.

Wegen P = ¢gxE und der Relation
0 0

.:—P = E: E
T

kann die elektrische Leitfihigkeit o im Frequenzraum direkt durch y ausgedriickt
werden:

0 (w) = —iggw x (w) .

Fiir optische Experimente wichtiger ist der (komplexe) Brechungsindex n, der
als Wurzel von ¢ definiert ist

n(w):=+eWw)=mn, +in,. (10.35)

Wihrend der Realteil von n gleich dem gewohnlichen optischen Brechungsin-
dex ist, weist der Imaginérteil eine enge Verwandtschaft mit dem Absorptions-
Koeffizienten « auf [97]:

a(w) = 2%7% (w). (10.36)

Die Reflektivitéit R (w), das Verhéltnis von einfallender und reflektierter Intensitit,
ist bei senkrechtem Einfall gegeben durch [97]:

(n, — 1)2 + n?
(n, + 1)2 + n?

R(w) = (10.37)
Die transmittierte Intensitét bei senkrechtem Einfall durch eine homogene Schicht
der Dicke d ist (unter Vernachldssigung von Randeffekten)
nptn?  —2ad
[(nT+1)2+n?]Z
e2ed + R2e—20d 4 2R cos [2 (¢ + nywd/c)]

T (w) = (10.38)
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wobei ¢ der Phasenwinkel arctan [2n;/ (n? + n? — 1)] ist. Typischerweise liegt das
Argument der Kosinusfunktion im drei- oder vierstelligen Bereich. Speziell fiir das
in Abschnitt 12.1.5 diskutierte Experiment (d ~ 0,1 mm, n, ~ 3,6, hw = 117
meV) betrigt es rund 427. Lokale Inhomogenitidten der Probendicke fithren zu
einer raschen Ausmittelung des Kosinustermes, so dass nidherungsweise

n%—l—n% —2ad
T 5 o2
[(nr—l—l)z—&-nf]

T(w) = c20d | R2¢—20d

gemessen wird. Normiert man diesen Wert auf die Nullfeld-Transmitivitit 7y (w) =
T (w, B=0) und nimmt man zudem an, dass der Brechungsindex sich im Mag-
netfeld nur geringfiigig indert und R%e 2% < €2 n; < n, gilt, erhilt man

T (CU) 674(047040)11 ~ 6740411 (1039)

Aus den normierten, experimentellen Transmitivitdten kann daher ndherungs-
weise der Absorptionskoeffizient im Magnetfeld bestimmt werden.



KAPITEL 11

IMPLEMENTIERUNG

Thema dieses Kapitels ist die Implementierung der in den letzten Kapiteln abge-
leiteten Gleichungen und die dabei aufgetretenen Probleme sowie deren Losung.
Um die Qualitidt der Theorie sowie der nummerischen Routinen zu iiberpriifen,
wurden zahlreiche Tests durchgefiihrt, wie die f-Summen-Regel, die Auswahlregeln
bei der optischen Absorption und die resultierenden effektiven Lande g-Faktoren.
Die Ergebnisse werden in diesem Kapitel dokumentiert und diskutiert. Die num-
merischen Resultate und die daraus abgeleiteten physikalischen Vorhersagen sind
Gegenstand der nichsten beiden Kapitel.

11.1. Einheitszellen von Zinkblende-Gittern im Magnetfeld

Vor der Berechnung der Magnetobandstruktur eines Zinkblende-Kristalls muss
eine geeignete magnetische Einheitszelle konstruiert werden. Wie in Kapitel 6
erlautert, wiahlt man eine primitive Translation — hier mit a3 bezeichnet — par-
allel zur Feldachse. Um den involvierten nummerischen Aufwand so klein wie
moglich zu halten, empfiehlt es sich, B parallel einer niedrig indizierten Kristall-
richtung zu orientieren. Exemplarisch sollen die magnetischen Einheitszellen fiir
die gebriuchliche [001]- und [011]-Richtung konstruiert werden.

11.1.1. Feld parallel zur [001]-Achse
Die kiirzeste, primitive Translation in [001]-Richtung ist a; = (0,0, a), wobei

a die Gitterkonstante des jeweiligen Kristalls ist, also im Falle von GaAs gera-
de 0,56533 nm. Aus nummerischen Griinden wird eine orthogonale Einheitszelle

105
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gewahlt. Prinzipiell konnte man auch mit einer nur halb so viele Atome umfas-
senden nichtorthogonalen Einheitszelle arbeiten, aber zwei Griinde wiegen diesen
scheinbaren Vorteil mehr als auf: Erstens ist die Grofle der magnetischen Einheits-
zelle durch die Flidche der Einheitszelle senkrecht zum Magnetfeld bestimmt. Diese
ist im nichtorthogonalen Fall nur halb so grof}, so dass beide magnetischen Ein-
heitszellen wieder gleich viele Atome umfassen. Zweitens erschweren nichtortho-
gonale Einheitszellen den Vergleich der Magnetobandstrukturen fiir verschiedene
Felder erheblich, da keiner der reziproken Gittervektoren in Feldrichtung weist
und die Brillouin-Zone mit der Feldstérke ihre Form &ndert.

Die kleinstmoglichen zu a3 und zueinander orthogonalen primitiven Translatio-

nen sind durch a; = (%,0,0) und a; = (0,%,0) gegeben. Der Einfachheit
halber wurde wie schon in Kapitel 9 die konventionelle Einheitszelle 45° um die
z-Achse gedreht, damit a; und a, parallel zur z- bzw. y-Achse liegen. Diese te-
tragonale Zelle umschlie3t das doppelte Volumen der minimalen Einheitszelle. In
Abb. 9.1 ist diese in einem fcc-Gitter eingezeichnet. Die Vergroflerung der Ein-
heitszelle geht mit einer Faltung der Brillouin-Zone einher. In der resultierenden
Bandstruktur von GaAs (vgl. Abb. 11.1) sind die beiden X-Punkte entlang der
Magnetfeldrichtung auf den I'-Punkt zuriickgefaltet (gestrichelte Linien), wihrend

die verbleibenden vier X-Punkte am Brillouin-Zonenrand bleiben.

Die Positionen der Basisatome in Einheiten von aj, as, ag lauten:

Ga: {(0,0,0), (%%%)} (11.1)

s {30 (5)

Wihlt man A = (0, 2B, 0), liegt A parallel zu a; und |A| wichst nur in Richtung
der a;-Achse. Die magnetische Einheitszelle zum Magnetfeld

P as P2 T
B=%———"""—=&;——1(0,0,1 11.2
OQag-azxal OQa2(7 ) ) ( )
soll nun anhand des in Kapitel 6 und Abschnitt 7.3 beschriebenen Procedere
konstruiert werden. Schreibt man die Abstandsvektoren von Anion zum Kation
als Linearkombinationen der a; mit rationalen Koeffizienten x;/y;, so lauten die
gekiirzten Nenner (y1, y2,y3) = (2,1,4). Nach den Gln. (7.28,7.29) wird dann die

magnetische Einheitszelle durch die drei Vektoren:

Qai, ap, a3 (11.3)
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— GaAs, B =0
“ Abbildung 11.1: Bandstruk-
tur von GaAs (sp3d®s*-TB-Modell
mit den Parametern aus Ref. [7])
bei Wahl einer tetragonalen Ein-
heitszelle. Die gestrichelten Bénder
sind in die kleinere tetragonale
Brillouin-Zone zuriickgefaltet.

E [eV]

Abbildung 11.2: Die
Brillouin-Zone  des  feldfreien
Kristalls (hier fcc) wird durch das
Magnetfeld auf eine stabférmige
Magnetobrillouin-Zone  gefaltet.
Im hier dargestellten Fall B || &,
wird der X- und I'-Punkt auf den
[-Punkt der neuen Zelle projiziert.
Der L-Punkt findet sich in der
Né&he des Z-Punktes wieder.

aufgespannt. Offensichtlich nimmt sie fiir wachsendes () die Form eines Stabes an.

Mit wachsendem () schrumpft die magnetische Brillouin-Zone zu einem fléchi-
gem Gebilde. Wird zusitzlich von der Eichinvarianz Gebrauch gemacht (vgl. Ab-
schnitt 8.3), lidsst sich Brillouin-Zone auf ein @Q’tel reduzieren. Diese nichttri-
viale, nadelférmige Brillouin-Zone ist nur noch entlang der Magnetfeldrichtung
ausgedehnt. Abb. 11.2 veranschaulicht die urspriingliche Brillouin-Zone eines fcc-
Volumen-Kristalls und die neue stabformige BZ. Senkrecht zur Stabachse weist
die Magnetobandstruktur keine Dispersion auf. Lediglich bei sehr hohen Feldern,
kleinem () und Zusténden tief innerhalb der Bénder kann es zu einer Dispersion
senkrecht zur Magnetfeldrichtung kommen. Hauptursache fiir dieses schon friiher
beobachtete Phéinomen [70] ist, neben der vielfachen Riickfaltung der Bénder, die
Ausbildung geschlossener Ortsraum-Bahnen und damit die effektive Lokalisierung
der Elektronen. Nicht von Lokalisierungs-Effekten betroffen ist die Bewegung in
Feldrichtung.
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11.1.2. Feld parallel zur [011]-Achse

Behélt man obige tetragonale Einheitszelle bei und orientiert lediglich das Mag-
netfeld parallel zur a; Achse, hat man bereits die korrekte Einheitszelle fiir ein in
[110]-Richtung orientiertes Magnetfeld. Um konsistent mit der bisherigen Konven-
tion eines in z-Richtung zeigenden Magnetfeldes zu bleiben, wird das Koordina-
tensystem in obiger Einheitszelle um 90° gedreht, so dass az = (0,0, a/v/2) wieder
parallel zum Magnetfeld orientiert ist und a; = (a/v/2,0,0) wie a, = (0,a,0)
entlang von Koordinatenachsen liegen. Die Position der Basisatome in Einheiten
der neuen a; ergibt sich zu:

Ga: {(o,o,o), (%%%)} (11.4)

11 1 3
AS'{(O’Z’Q’(?Z’”)}’

was natiirlich nur einer Permutation der Komponenten von Gl. (11.1) entspricht.
Die gemeinsamen Nenner (yi, ¥, y3) der Anion-Kation Vektoren iiaQ + %ag sind
(1,4,2), was fiir nicht durch vier Teilbare P eine groere magnetische Einheitszelle

P
Nenner {Z] Qai, ay, as (11.5)

als im [001]-Fall zur Folge hat. Die weitere Reduktion der Brillouin-Zone und
Faltung der Hochsymmetriepunkte ist analog zu den in [001]-Richtung orientierten
Feldern.

11.2. Berechnung der magnetischen Bandstruktur

Soll ein Vergleich magnetischer Bandstrukturen fiir unterschiedliche B durch-
gefiihrt werden, ergeben sich prinzipielle sowie nummerische Probleme.

11.2.1. Nummerik

Die nummerischen Schwierigkeiten sind iiberwiegend durch die Dimension der Ha-
miltonmatrix bedingt: Bei einem Feld von ca. 20 T enthélt die magnetische Ein-
heitszelle im giinstigsten Fall rund 200.000 Orbitale. Eine Diagonalisierung oder
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gar Speicherung der vollen Matrix ist gegenwiéirtig unmdoglich. Durch die stabformi-
ge Gestalt der Einheitszelle koppeln aber nur vergleichsweise wenige indquivalen-
te! Atome miteinander. Bis auf einen kleinen Prozentsatz sind somit die meisten
Eintrdge der Hamiltonmatrix gleich Null. Es empfiehlt sich daher, lediglich die
wenigen nicht verschwindenden Eintridge dieser diinn besetzten Matrix zu spei-
chern. Hierfiir wurde eine auf spezielle blockformige Gestalt der TB-Matrix zuge-
schnittene ,Sparse-Matrix“-Darstellung des Hamilton-Operators entwickelt. Diese
Rechen- und Speicherresourcen schonende Vorgehensweise ermoglichte es erstmals
auch moderate Magnetfelder zu untersuchen.

Die hier relevanten physikalischen Groflen werden durch die elektronischen Zu-
stdnde in der Umgebung der Fermienergie Er dominiert. Da diese in Halbleitern
in- oder zumindest in der Ndhe der Bandliicke liegt, reicht es aus, die Eigenwerte
und Eigenvektoren der Bandkantennahen Zustidnde zu bestimmen. Dazu wird das
Eigenwert-Spektrum der Hamiltonmatrix H durch Subtraktion von Er verschoben
und die Eigenwerte in einer -Umgebung von 0 gesucht. Formal werden also die
betragsmifig kleinsten Losungen des Eigenwert-Problems

(H—-1Ep)x = Ax (11.6)

bestimmt. Ein nummerisch effizientes Verfahren zur Diagonalisierung eines Sub-
Raumes einer grofien Matrix ist das Lanczos/Arnoldi-Verfahren [98]. Sein Vorteil
liegt darin, dass lediglich eine Matrix-Multiplikations-Funktion Ax = b bei ge-
gebenen A und x zur Verfiigung stehen muss. Aufgrund der wenigen Eintrége in
der Matrix H und der internen Blockdarstellung ist diese Multiplikation effizi-
ent durchfiihrbar. Deutlich schneller als innere Eigenwerte lassen sich die dufleren
Eigenwerte, d.h. grofiten oder kleinsten berechnen. Prinzipiell konnen auch die
betragsmifig kleinsten Eigenvektoren durch Anwenden des Arnoldi-Verfahrens
auf die invertierte, verschobene Matrix (,,Shift-Inverse“) ebenso effektiv bestimmt
werden. Man sucht also die betragsmifig grofiten Eigenwerte A\~! des neuen
Eigenwert-Problems

(H—1Ep) 'y = A ly. (11.7)

Fiir die Arnoldi-Routine bendtigt man dann aber die Operation A~'b =y bzw.
Ay = b zu vorgegebenen A und b, was leider erheblichen Aufwand bedeutet.

In#quivalent im Sinne von nicht durch primitive magnetische Translationen ineinander
iiberfithrbar.
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Eine prinzipielle Schwiche des Arnoldi Verfahrens ist, dass meist nur wenige
Eigenzustinde von entarteten Unterrdumen gefunden werden. Wie jedoch num-
merische Tests zeigen, reicht bereits eine schwache, die Entartung aufhebende
Storung um alle Zusténde zu finden. Bei den magnetischen Bandstrukturen reicht
es aus, zur Orbital-Energie der Atome entlang der Lingsachse der magnetischen
Einheitszelle eine Sinus-Modulation 7 sin(z/zy) zu addieren, wobei xy die Lénge
der magnetischen Einheitszelle in x-Richtung bezeichnet. Schon bei einer Am-
plitude 7, welche eine Groflenordnung unterhalb der erforderlichen Genauigkeit
liegt, werden alle Eigenvektoren gefunden. Die durch die Stérung verursachte Ab-
weichung in den abgeleiteten Eigenenergien liegt deutlich unter der vorgegebenen
Genauigkeit.

11.2.2. Rationalitdtsbedingung

Die zweite Problematik ergibt sich durch die Rationalitdtsbedingung.

Kleine Schwankungen im Betrag des Magnetfelds fiihren zu beliebig groflen
Anderungen in den rationalen Faktoren P und @ oder gar zu irrationalen Ma-
gnetfeldern, welche diesem Zugang verschlossen sind. So kann eine Zunahme des
Magnetfeldes um zwei Promille den Fluss durch eine Seite von %@0 auf %@0
erhthen und die magnetische Einheitszelle um einen Faktor 500 vergrofiern. Dies
erschwert den Vergleich der zugehorigen Bandstrukturen wegen der stark unter-
schiedlichen Zahl der Biander erheblich. Noch dramatischer wirkt sich dies auf die
nummerische Handhabbarkeit aus, da die Zeit zur Diagonalisierung der Matrix mit
O (N3) steigt. Um fraktale Energiespektren von Halbleitern aufzuldsen (vgl. Kapi-
tel 13) ist es aber unabdingbar die Bandstruktur fiir nahe benachbarte Feldstérken
und damit fiir grofle Nenner mit zahlreichen Eigenwert-Clustern zu berechnen. Ist
man dagegen weit von fraktalen Strukturen entfernt, kann durch eine geschickte
Wabhl der Feldstdrken (P = 1) der Rechenaufwand ohne Vernachlissigung physi-
kalischer Effekte minimiert werden.

Nicht nur Betrags- sondern auch Richtungsénderungen von B sollen untersucht
werden. Auch hier haben beliebig kleine Modifikationen rapide wechselnde For-
men und Groflen der Brillouin-Zone zur Folge, welche meist nur mit erheblichem
Aufwand berechenbar sind.
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11.3. Berechnung der Suszeptibilitit

Fiir die konkrete Berechnung von Gl. (10.32) ist das Vorgehen komplexer als
im feldfreien Fall. Aufgrund der sehr hohen Anzahl der Magnetobédnder — bei
20 T rund 200.000 — verbietet sich die vollstindige Diagonalisierung des ma-
gnetischen Hamilton-Operators und damit die Summation {iber alle Bénder in
Gl. (10.32). Die reduzierte Kramers-Symmetrie im Magnetfeld? lisst den Beitrag
Zn,n’,k Pinn' (K) Djnrn (k) fiir @ # j i.A. komplex werden. Eine direkte Aufspaltung
des Tensors in einen Realteil und einen zur -Funktion proportionalen Imaginérteil
ist daher nicht ohne weiteres moglich.

Wird hingegen die Suszteptibilitit xe = ), ; € Xij€; fiir ein konkretes elektrisches
Feld E (t) = eFye™! berechnet, kann diese Aufteilung dennoch vorgenommen
werden. Wie leicht gezeigt werden kann, 16st eine mit dem Vektor € polarisierte
elektromagnetische Welle die homogene Maxwellgleichung im Dielektrikum, falls
€ ein Eigenvektor von y;; ist. Die Suszeptibilitét fiir eine entsprechend polarisierte

elektromagnetische Welle ist mit Gl. (10.32)3:
)
T k)e Ty, (k 11.
X (@) mwlegV ;Un( Je Tun(k) € (11.8)
1 *
#3119 = fu ()€ By (1) P (k) - €

« (Phw _ hin g + i (e = B, (k))) } |

Offensichtlich sind nun die ersten beiden Zeilen nach dem Gleichheitszeichen re-
ell, so dass x problemlos in eine reelle x, und eine imaginire y; Komponente
aufgespalten werden kann:

Xr (@) :ﬁi% Z € - {fn(k)Tp, (k) (11.9a)

IR ﬂg’_(k,ijn’j:(%)} .

n/

2Fiir B # 0 reduziert sich die Kramers-Symmetrie auf E,, ;-1 (k,B) = E,, s—| (—k, —B).
3Der Polarisationsindex enfiillt im Folgenden.
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2, 21~ Z [fn (k) — fw (k)] x |pn’n (k) ) 6|25(hw — hwprp (k)) :

(11.9b)

Wihrend zum Realteil der Suszeptibilitdt alle Bander beitragen, gehen in den
Imaginirteil von x (w) nur diejenigen Zusténde ein, zwischen denen auch wirk-
lich ein Ubergang erfolgen kann®. Diese liegen in einem Energie-Intervall von
+ (Awmax + NgkpT) um die Fermikante, wobei Ny > 1 und fiwyay die hochste
auftretende Photonenenergie ist.

Um physikalisch messbare Groflen, wie die Absorption zu ermitteln, wurde x,
aus y; iiber die Kramers-Kronig-Relation berechnet:

Xr (wo) = z/OOO wxilw) g, (11.10)

2 _ 2
™ w? — w;g

Bei Kenntnis aller Eigenzustédnde des Hamilton-Operators in einem Intervall von
Er — hwy bis Er + hw; ldsst sich y; im Intervall von 0 bis etwa hw; berechnen. Fiir
die komplexe Suszeptibilitidt x = x,+1x; ist das Intervall deutlich einzuschrinken,
da andernfalls die Kramers-Kronig-Relation ein verfélschtes y, liefert. Die direkte
Berechnung von y, mittels Gl. (11.9a) oder Gl. (11.8) verbietet sich, da hierfiir
iiber alle Binder summiert werden miisste.

11.3.1. Bestimmung der Polarisations-Vektoren

Die Aufteilung von GI. (11.8) in einen reellen und imaginéren Teil (Gl. (11.9a)
bzw. Gl. (11.9b)) gilt fiir beliebige (komplexe) Vektoren e. Fiir die in dieser Arbeit
behandelten kubischen Kristalle mit einem entlang der [001]-, [011]- oder [111]-
Achse orientierten Magnetfeld hat die Suszeptibilitdt die Form [99, 100]:

’V X1 Xxiz O -‘
X= 1] —Xi2 X2 0 .
L 0 0 Xs3 J

Das Magnetfeld liegt auch hier parallel zur z-Achse. Die Eigenschaft yo; = —x12 €
iR fiir [001]- und [011]-Felder folgt auch direkt aus den Gln. (8.29,8.31). Speziell

4Ubergiinge hoherer Ordnung werden vernachliissigt.
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fiir ein parallel zur [001]- oder [111]-Kristallrichtung anliegendes Feld gilt dariiber-
hinaus x11 = Xx22, woraus direkt die drei Eigenvektoren von y;; folgen:

L[ [ 0

e,=—1=| 1t |, ee=—| = |, €,=10

V2 o V2 o 1

Links-, rechts- und in z-Richtung polarisiertes Licht 16st also gerade die Maxwell-
gleichung.

Fiir die verbleibende [011]-Richtung ist folgendermaflen vorzugehen: Alle Diago-
nalkomponenten y;; konnen direkt durch Einsetzen von € = &; in Gl. (11.9b) und
anschliefender Kramers-Kronig Transformation berechnet werden. Fiir zirkular
polarisiertes Licht e, = J (1, £i, 0)" liefert Gl. (11.9b)

_ Xu + Xoo
2

woraus X2 und damit der Tensor x;; vollsténdig bestimmt werden kann. Die Be-
rechnung der Eigenvektoren und damit der , korrekten“ Suszeptibilitét/Absorption
ist nun problemlos maoglich.

Xe+ +1X12,

11.3.2. Brillouin-Zonen Integration

Soll der Vergleich mit dem Experiment iiber die effektive Masse — welche sich
aus dem Abstand der Landau-Niveaus bestimmen ldsst — hinausgehen, ist die Di-
elektrizitdtskonstante ¢ (w) iiber Gl. (11.9b) und Gl. (11.10) zu berechnen. Hierfiir
muss iiber die magnetische Brillouin-Zone integriert und iiber {iber die magneti-
schen Bédnder summiert werden.

Fiir die k-Raum Integration sind die in Kapitel 8 abgeleiteten Punkt- und Eich-
symmetrien von entscheidender Bedeutung. Die Eichfreiheit (Abschnitt 8.3) er-
laubt, es alle k-abhéngigen Observablen, wie Energie und Impuls, auf einen k-Wert
im nichttrivialen Streifen der (eigentlich) blattférmigen Brillouin-Zone zuriick-
zufiihren, was den involvierten Rechenaufwand signifikant vermindert. Die im
Magnetfeld verbleibenden Punkt-Symmetrien verkleinern den zu integrierenden
Bereich der Brillouin-Zone auf einen irreduziblen Keil.

Bei nicht zu kleinem @,® kann die Brillouin-Zonen Integration weiter einschrinkt
werden, da sowohl F(k) als auch p(k) nur verschwindende Variationen in den

5Fiir typische Halbleiter bei B < 1500 T stets der Fall.
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normal zum Magnetfeld stehenden Richtungen aufweisen®. Die dreidimensionale
k-Integration wurde daher effektiv auf eine eindimensionale Integration iiber £,
mit 32 oder mehr Stiitzpunkten reduziert. Fiir die Integration wurde die Disper-
sion entlang k, quadratisch, das Impulsmatrixelement lediglich linear interpoliert,
um unphysikalische ,, Uberschwinger® infolge stark schwankender Impulsmatrix-
elemente zu vermeiden.

11.4. F-Summen-Regel

Ausgehend von der Spur-Darstellung des Leitfihigkeitstensors [101]

e2

Oij =

imVo/O e "“'Tr {[r;, pj] po} dt (11.11)

kann mit der Kramers-Kronig Relation eine Summen-Regel fiir die diagonalen
Komponenten der transversalen dielektrischen Funktion abgeleitet werden [101]:

> 272e?
I i d - N al 11.12
/0 wlm [e; (w)] dw gV Vval ( )

Mit V wurde das Volumen und mit Ny, die Zahl der Valenzelektronen der mag-
netischen Einheitszelle bezeichnet.

Innerhalb des empirischen Tight-Binding Formalismus ist jedoch die Ableitung
von Gl. (11.12) nicht giiltig, da mehrmals die Vollstindigkeit und die Kommuta-
torrelation [r;, p;| = ihd;; eingehen, welche in einer endlichen Basis nicht erfiillt
sind. Am einfachsten erkennt man dies daran, dass — unabhiingig von der (end-
lichdimensionalen) Matrixdarstellung der Operatoren r und p — wegen Tr {rp} =
Tr {pr} auch Tr{[r, p]} = 0 gilt. Nichtsdestotrotz kann eine zu Gl. (11.12) kom-
plementére Summenregel bei 7' = 0 aus Gl. (11.9b) abgeleitet werden [87]:

2m2e? 1

— T, (k)).. 11.13

LY Ma),  (1113)
k,neVB

| otmle @) do =

6Im Falle kleiner Nenner, also P/Q € {1/5,1/4,2/5,1/3,1/2,---}, besitzt sowohl die Energie,
als auch das Impulsmatrixelement eine merkliche Variation in k,- und ky,-Richtung, weshalb in
diesem Falle iiber den gesamten irreduziblen Keil integriert werden muss.
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Da Gl. (11.12) mit der Wahrscheinlichkeitserhaltung bei optischen Ubergiingen
zusammenhéngt, sollte Gl. (11.12) zumindest ndherungsweise auch im Tight-
Binding-Formalismus erfiillt sein. Graf [87] schlug daher vor, die Abweichung

0= — Z (Tun (k))u — Nval

k,nEVB

als Test fiir die Qualitidt von Tight-Binding-Parameterséitzen zu verwenden. Sub-
stituiert man alle Groflen durch die entsprechenden Aquivalente im Magnetfeld,
gilt diese Gleichung entsprechend und kann in der Form

meoVp
2m2e?

J / wlm [e;; (w)] dw — Ny
0

zur Uberpriifung der Korrektheit und der Qualitét der nummerischen Integrati-
onsroutinen dienen.

11.5. Uberpriifung der Auswahlregeln der Absorption

Um die Validitiat des optischen Tight-Binding Modells zu priifen, wird zunéchst
der feldfreie Fall im langwelligen Limes betrachtet. Die Suszeptibilitét fiir diesen
Grenzfall wurde bereits in Ref. [79] abgeleitet, aber bis auf einen Vergleich von
Im(€(w)) aus einem sp®s*-Modell ohne Spin mit experimentellen Daten nicht wei-
ter verifiziert. Zur Uberpriifung der korrekten Auswahlregeln bei den optischen
Ubergiingen wurde das so genannte Spinpumpen untersucht. Dieser sowohl theo-
retisch (k - p), als auch experimentell eingehend untersuchte Effekt beruht auf der
Drehimpulserhaltung bei optischen Ubergéingen. Wird ein direkter Halbleiter mit
einem p-artigen Valenzbandmaximum am ['-Punkt und s-artigen Leitungsband-
minimum mit links-zirkular polarisiertem Licht bestrahlt, dessen Energie gerade
der Bandliicke entspricht, so ist ein Ubergang in den Spin-Hinauf Zustand des
Leitungsbandes |a = s,1) dreimal so wahrscheinlich wie in den dazu entarteten
Zustand mit entgegengesetzter Spineinstellung |o = s, ]). Effektiv resultiert also

eine Spinpolarisation von —% im Leitungsband.

Eine analytische und nummerische Verifizierung ergibt, dass sich die Vorhersagen
mit denen der der k - p-Theorie decken.

Ein weiterer Test fiir das magnetische Tight-Binding-Modell sind die Auswahl-
regeln der Magnetoabsorption. Fiir wenige Tesla grofle Magnetfelder geben die
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storungstheoretischen Methoden der k - p-Theorie analytische Auswahlregeln, wel-
che mit den nummerischen Tight-Binding Ergebnissen verglichen werden. Der
Einfachheit halber sollen hier Intrabandiibergéinge in einem s-artigen I'-Tal des
Leitungsbandes von GaAs diskutiert werden. Das Magnetfeld ist entlang der [001]-
Kristallachse orientiert und betrdgt 20 T, was etwa 200.000 Orbitalen pro Ein-
heitszelle entspricht.

11.5.1. Magnetoabsorption im Enveloppen-Modell

Da B die Periodizitit bricht und — bei moderaten Feldern — zu einer lang-
welligen effektiven Potenzialmodulation fiihrt, empfiehlt sich die Entwicklung von
Yok (r) = %7y, (r) nach den feldfreien Wellenfunktionen am I'-Punkt (r|T, n) =
unr (r). Die effektive Schrodingergleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, (r)
lautet dann” [102]:

> TID,, Mgy (r) = Endy (r), (11.14)
wobei n
Dy ) = i(snn’éij + % l;ﬁ %a (11.15)
x h 3
(), = /un {pi = Iz (VV x O')Z:| wd’r, (11.16)

V' das periodische Potenzial, Ey die Energie des entarteten Valenzbandmaximums
und F; die Energie des ungestorten Zustandes ist. In erster Ordnung haben die
Losungen von Gl. (11.14) die Form [102]

1 Tnin - ]___[
7? = ; ¢n (I‘) Up (1') + E 127; m¢n (I') Up! (I‘) 5 (11.17)
wobei ¢, (r) die Losung der effektiven Enveloppen-Gleichung
1—[2
5, On (1) = Endy (r) (11.18)

"Vereinfachend wurde angenommen, dass [IL;, II;] = 0. Wird diese Ndherung nicht vorgenom-
men ist D in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil zu zerlegen.



11.5. Uberpriifung der Auswahlregeln der Absorption 117

ist. In der asymmetrischen Eichung ist ¢, — ¢y, ,, die n;’te harmonische Oszilla-
torfunktion im Band n (vgl. Anhang A).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit in niedrigster Ordnung im Leitungsband (Zy-
klotronresonanz) ist proportional zum Quadrat des (kanonischen) Impulsmatri-
xelements mal dem Polarisationsvektor € (Fermis goldene Regel). In niedrigster
Ordnung kann die Wellenfunktion des ersten Leitungsbandes Gl. (11.17) auf einen
einzigen Summanden reduziert werden: 1, ,, & ¢p.n, () u, (r). Die Ubergangsam-
plitude zwischen ¢, ,, und )y, ist in dieser Naherung proportional zu:

<Hnnl,n’n; . €> - <77Z)n,nl |H . €| wn’,n;> (1119)
< [ @) G () L g (1) 0 () P
< [ G, O T €y @ x [ 0 (5) (1)

N J/

b [ G 1) B ) [ 03,0 e (1)

Da sich ¢ und A bei moderaten Feldern nur sehr langsam im Vergleich zu u,
dndern, wird das Integral im 2. Schritt in einen rasch- und einen langsam oszillie-
renden Teil aufgespalten. Wegen der Orthogonalitéit der Blochzusténde liefert der
erste Summand nur bei Intrabandiibergéingen einen nichtverschwindenden Beitrag
und beschreibt damit mafigeblich die Zyklotronresonanz. Der zweite Summand
dominiert bei Interbandiibergéngen, wie z.B. vom Valenz- in das Leitungsband.

Intraband in erster Ordnung

Fiir die hier diskutierte Zyklotronresonanz (n = n’) bestimmt das Enveloppenin-
tegral

/ Gy (¥) TL- €6y (r) d’r (11.20)

mafigeblich die Auswahlregeln. Steht das elektrische Feld senkrecht zum Magnet-
feld (eLB), verschwindet Gl. (11.20) bei nichtsenkrechten Ubergingen, also fiir
ky # k, oder k, # k. Wie aus der mathematischen Physik bekannt, reduziert der

Impuls-Operator die nichtverschwindenden Uberginge zusiitzlich auf n, = n, £ 1.
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Erlaubt sind also — in erster Ordnung — lediglich senkrechte Uberginge zwischen
benachbarten Landau-Niveaus.

Fiir €|[B ist das Integral (bei senkrechten Ubergiingen) gleich 7ik,, allerdings
ist dieser Ubergang experimentell nicht beobachtbar, da er zwischen Zustdnden
gleicher Energie erfolgt.

Insgesamt ergeben sich folgende Auswahlregeln in erster Ordnung [103] (n; < n)):

-1 V h@B% anH6nl,n;+1

1o\
<n,nl,/~cy,kz |1'[.e|n, nl,ky,kz> = (5,%,6;(5,%% i heB# nz;l(snl,n;+1
hkz 5nl,n;

Setzt man hierin den Polarisationsvektor e;=(1/v/2, +i/V/2, O)T fiir links- (+)
bzw. rechtszirkular (—) polarisiertes Licht ein und bildet man das Betragsquadrat,
folgt:

‘<n, n, ky, k |TL- €5 n, ny, k; k,>

vz

T 272
(11.21)

2 Lng+1 1,1
= 5kz,k’55ky,k;heB lT5nl,n;+1 (— + —> .

Linkszirkular polarisiertes Licht wird also absorbiert, wihrend rechtszirkular po-
larisiertes Licht in erster Ordnung transmittiert wird.

Intraband in héherer Ordnung

Neben den Ubergingen erster Ordnung werden zahlreiche — meist schwiichere
— Ubergiinge hoherer Ordnung beobachtet. Sie haben ihre Ursache in der Nicht-
parabolizitdt und der Asphérizitit der Biander. So ist z.B. bei in [001]-Richtung
orientiertem Magnetfeld aufgrund der Asphirizitit der Al = 3 Ubergang in zwei-
ter Ordnung moglich [102].

11.5.2. Vergleich mit den nummerischen Ergebnissen

Tabelle 11.1 vergleicht die Eigenenergien aus der Enveloppen-Theorie der unter-
sten Landau-Level am I'-Punkt von GaAs

o (B) = B+t (g 1)+ 252 o Lo (11.22)
ny,s — Lr c | Ty 9 QTTLF 259FNB .
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B=20T Landau-Level n;,=0 n=1 n;=2
Exveloppen = 15363 6V 1571 eV 1,605 oV
s =| 15364 eV 1571 eV 1,605 eV
. e 15360 oV 1.560 ¢V 1601 oV
Tight-Binding s=| 1.5360 eV 1.569 eV 1.600 eV
Differenz (gemittelt) 0,000 €V 0,002 eV 0,005 eV

Tabelle 11.1: Eigenenergien der ersten drei Landau-Level am I'-Punkt von
GaAs bei 20 T nach dem Enveloppen-Modell Gl. (11.22) und und dem sp3d®s*-
TB Modell. Fiir das Enveloppen-Modell wurden die Parameter Er = 1,519 eV,
mp. = 0,067m und g = —0,063 eingesetzt. Der letzte Wert ist der Nullfeldlimes
im verwendeten TB-Modell (vgl. Abschnitt 11.6).

mit den nummerischen TB-Ergebnissen fiir 20 T. Das Tight-Binding Modell liefert
bei 20 T die umgekehrte Spinaufspaltung wie das Enveloppen-Modell. Die Ursache
hierfiir ist bei dem kleinen, negativen effektiven g-Faktor am I'-Punkt zu suchen,
welcher mit dem Magnetfeld rapide anwéchst und bei 20 T schon das Vorzeichen
gewechselt hat. Die Abweichungen zwischen dem Enveloppen- und TB-Modell sind
vergleichsweise gering. Fiir hohere Landau-Level nimmt der Fehler hauptséichlich
durch die (experimentell verifizierte) erhohte effektive Masse zu.

Um die Ubergangsmatrixelemente der Tight-Binding- und der k - p-Theorie mit-
einander vergleichen zu konnen, miissen diese auf das Volumen der magneti-
schen Einheitszelle normiert werden®. Zudem ist iiber alle entarteten Binder der
Landau-Level n; und n; zu summieren:

1
fe VOZ [ (2, [T € mp )|

(Y]

Im Enveloppen-Modell kann die Summation natiirlich entfallen. Abb. 11.3 ver-
gleicht die resultierenden I'-Punkt Intensititen von 0% — nzi der Enveloppen-
Theorie erster Ordnung mit der Tight-Binding Rechnung. Das Plus- bzw. Minus-
Zeichen gibt die Spinpolarisation des entsprechenden Landau-Levels an. Die bei-
den ,erlaubten“ Ubergéinge 0% — 1% besitzen erwartungsgemif auch die mit Ab-
stand hochsten Ubergangswahrscheinlichkeiten. Um viele Gréfenordnungen schwii-
cher erkennt man die Ubergéinge 0¥ — 3%, welche fiir [001]-Richtung in hoherer
Ordnung erlaubt sind. Mehrfach ,verbotene* Uberginge wie 0T — 2% fallen be-
reits aus dem dargestellten Bereich heraus. Man beachte, dass — in Ubereinstim-

8Im Enveloppen-Modell ist Vj natiirlich gleich dem Volumen der feldfreien Einheitszelle
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Abbildung 11.3: Intensitiit
der Uberginge (elektrischer Di-
poliibergang) vom untersten n; =
0 auf die ersten vier Landau-
Level in Tight-Binding (Leitungs-
band GaAs, B =20 T in [001]) und
Enveloppen-Theorie. Das +/— Zei-
chen oberhalb des Landau-Levels
gibt die Spinpolarisation in z-
Richtung an.

Abbildung 11.4: Intensitt
der Zyklotronresonanz-Uberginge
von einem Landau-Level in den
nédchst hoheren gleicher Spinpo-
larisierung in der Tight-Binding-
und Enveloppen-Theorie. Fiir die
Tight-Binding Rechnung wurde
wieder GaAs mit einem in [001]-
Richtung orientierten Magnetfeld
von 20 T gewéhlt.

mung mit der Enveloppen-Theorie — alle rechtszirkularen Ubergiinge deutlich un-
terdriickt sind. Fiir hohere Magnetfelder verlieren die Auswahlregeln zunehmend
an Bedeutung.

Um die Stirke der erlaubten e,-Uberginge zwischen benachbarten Landau-
Niveaus beider Theorien zu vergleichen, wurden diese in Abb. 11.4 gegeniiber-
gestellt. Wihrend die Intensitéten entsprechend Gl. (11.21) mit n; + 1 zunehmen,
flacht der anfangs gleichstarke Anstieg im Tight-Binding Modell ab. Entsprechend
weichen beide Modelle fiir hohere Zyklotronresonanzen verstiarkt voneinander ab.
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Fiir hohere Landau-Level verliert die im Enveloppen-Modell vorgenommene Ein-
bandndherung ihre Giiltigkeit.

11.6. Effektiver g-Faktor in Tight-Binding

Als weiteren Test des Hamilton-Operators mit Peierls-Phase soll der korrekte
Ubergang der Substitutionen in Gl. (7.15a,7.15b) in den Niederfeldlimes anhand
des effektiven g-Faktors diskutiert werden. Da das empirische Tight-Binding Mo-
dell nicht exakt den experimentellen Wert liefert, sondern mit Artefakten behaftet
ist, gilt es, die nummerisch gewonnenen Resultate mit einem innerhalb des Modells
exakten analytischen B — 0 Limes zu vergleichen. Im Folgenden wird der effekti-
ve g-Faktor im Limes B — 0 analytisch abgeleitet. Ausgangspunkt ist dabei der
feldfreie Hamilton-Operator. Entsprechend kennzeichnen n und k den Bandindex
bzw. den Wellenvektor des feldfreien Kristalls.

Ausgehend von der Potenzreihen-Darstellung des Tight-Binding Hamilton-Op-
erators in k um kg [79]

h
Hn,n’ (k) %En (kO) 5n,n’ + Epn,n’ (kO) ) (k - kO)

+ % (k — ko) - T (ko) - (k — ko)

+ % > (k—ko)- Ign"zlil:;)_pg; ((11‘00)) - (k — k) (11.23)

m#n,n’

mit den Definitionen der ,;senkrechten“ Impuls- und T-Matrixelemente

h Ok |y,
h? 0% H (k)
! = — T P . !
Tn,n (ko) mZ C (nkO) akak kekq C (n ko) ) (1125)

die denen von Gl. (10.18) bzw. von Gl (10.19) im feldfreien und senkrechten
(@ — 0) Grenzfall entsprechen, erhélt man eine zur k - p-Theorie analoge Dar-
stellung des Hamilton-Operators um einen extremalen Punkt kq. Die Ableitung

des effektiven g-Faktors kann, ausgehend von Gl (11.23), in einer ganz analo-
gen Weise wie in der k - p-Theorie erfolgen [79, 104]. Hierbei wird in GL. (11.23)
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eine Peierls-Substitution vorgenommen, d.h. der Wellenzahl-Vektor k durch den
kanonischen Operator im Magnetfeld ersetzt:

k> k=24 A@). (11.26)
h h
Offensichtlich ist k ein Vektor-Operator, dessen Komponenten nicht miteinander
kommutieren. Fiir das weitere Vorgehen ist es vorteilhaft, k in einen symmetri-
schen und einen antisymmetrischen Anteil zu zerlegen:
] k; ff + ]Af ki e
2

ik = {k B+ % (i by — 5= > kB (11.27)
k

oder allgemeiner:

~ ~ /;Z]Af + /2)/2)1 e > »
(k — k()) (k — k()) = % — % E EijkBk — kikoj — /Cjkoz' + koikoj-
2 J
k

(11.28)

Wihrend der symmetrische Anteil die effektive Masse mitbestimmt und damit
iiber die Landau-Energien hw,. einen spinunabhingigen Anteil zu den Eigenener-
gien im Magnetfeld liefert, fiihrt der antisymmetrische Anteil zu einer Korrektur
des elektronischen g-Faktors ¢° = 2 (1 +o-t ... ) Letzterer sorgt allein fiir die
Spinaufspaltung im Magnetfeld. Setzt man GIl. (11.27) in Gl. (11.23) ein und ver-
nachléssigt man alle linearen Anteile in k, erhélt man fiir den antisymmetrischen
Teil des Hamilton-Operators:

eh pznm kO Pjmmn/ (kO)
H) (ko) = == 5" €1 Br | =Ty 35 (ko) -y R )
n,n ( 0) 2m2 < €ijk Dk 271 ] 0 - E, (ko)

m#n,n’

pznm k0 Pjm,n! (kO)
= —1— - €iix B 11.29
Z kZ — B (ko) " ( )
ijk,m#n,n’

Im letzten Schritt wurde u.a. von T;; = T;; Gebrauch gemacht. Fiir den effektiven
g-Faktor ergibt sich also:

1
H" (ko) = Sppgslhy - B (11.30)
eff 0 pnm Xpmn (ko)
, = g0 (ko) — i— 11.31
= st i2 X P xben bl gy

m;én n'
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Kristall Symmetrie- Experiment TB—E/[gdell TB—I\g[odell
unkt sp>d’s* sp°s*
g -0,447 [105] -0,063 0,80
GaAs Xee - 1,89 2,0
L. - 1,74 1,93
g -50,9 [106] -b7 -26,6
InSb Xee - 1,31 2,0
Ly, - 0,91 1,7

Tabelle 11.2: Experimentelle sowie zwei theoretische (sp®s*-TB Modell [76]
und sp>d®s*-TB Modell [7]) effektive Lande-g-Faktoren am I'-, L- und X-Punkt
des Leitungsbandes von GaAs und InSh.

Der antisymmetrische Beitrag zum Hamilton-Operator Gl. (11.30) ist also gerade
die (effektive) Zeeman-Aufspaltung des Spins im Magnetfeld. Interpretiert man
p als Impulsmatrixelement, stimmt Gl. (11.31) mit dem Ergebnis in der k - p-
Theorie iiberein. Tabelle 11.2 vergleicht den Wert von Gl. (11.31) fiir verschiedene
Tight-Binding Parametersitze mit experimentellen Daten.

Im Falle von InSb wurde die Spinaufspaltung des untersten Landau-Niveaus des
Leitungsbandes nummerisch (Peierls-Phase) bei 5 T im sp®s*-Modell von Priester
et al. [76] bestimmt. Sie stimmt bis auf einige Prozent mit dem analytischen
B — 0 Resultat von Gl. (11.31) {iberein. Somit liefert das durch die Peierls-Phase
erweiterte Tight-Binding Modell auch hier in sich konsistente Resultate.



KAPITEL 12

ANWENDUNG: ELEKTRONISCHE STRUKTUR
VON HALBLEITERN

Nachdem in den vorangegangen Kapiteln die Inkorporation magnetischer Felder
in den Tight-Binding Formalismus abgeleitet sowie die Implementierung der ge-
wonnenen Gleichungen am Beispiel von Zinkblende-Strukturen diskutiert wurde,
soll in diesem und darauffolgenden Kapitel die Theorie auf mehrere Modellsyste-
me angewandt werden. Der Zugang erfolgt jeweils iiber die Magnetobandstruktur,
welche zusammen mit der Charakterisierung der einzelnen Zusténde bereits sehr
viel iiber die zu erwartende Effekte aussagt. Exemplarisch fiir eine ganze Klasse
von Volumen-Halbleitern sollen GaAs und GaSb eingehender behandelt werden.
Fiir GaAs wird im Weiteren die dielektrische Funktion berechnet, welche iiber die
Absorption auch den Vergleich mit experimentellen Daten ermoglicht.

12.1. Magnetobandstruktur von GaAs

Aufgrund seiner weiten Verbreitung und der zahlreichen Untersuchungen wird
die Magnetobandstruktur des GaAs-Kristalls ausfiihrlich diskutiert. Insbesonde-
re wird auf das Leitungs- und Valenzband eingegangen sowie der Einfluss der
Magnetfeldrichtung untersucht. Die dabei erzielten Ergebnisse weichen stark von
fritheren Vorhersagen [87] ab, was auf Artefakte des damals verwendeten Modells
zuriickgefiithrt werden kann. Uber Absorptionsmessungen wird die Zuverlissigkeit
der Theorie {iberpriift. Zuletzt wird der effektive g-Faktor als Funktion des Feldes
untersucht.
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12.1.1. Das Leitungsband

Konstruiert man wie in Abschnitt 11.1 beschrieben die magnetische Einheitszelle
fiir ein parallel zur [001]-Kristallachse anliegendes Magnetfeld und verwendet man
die Eichinvarianz (vgl. Abschnitt 8.3), erhélt man eine parallel zur z-Achse liegen-
de langliche Brillouin-Zone. Da die Bewegung der Elektronen in z-Richtung nicht
durch das Magnetfeld beeinflusst wird, erwartet man weiterhin eine Dispersion der
Bénder in diese Richtung, wihrend orthogonal dazu aufgrund von Lokalisierungs-
Effekten die Bénder flach sind. Abb. 12.1 zeigt die ersten Leitungsband-Zustéinde
von GaAs bei 431 T als Funktion von k,. Wie aus dem Modell der effektiven
Masse zu erwarten ist, bilden die ndherungsweise parabelférmigen Leitungsband-
minimas am I'-; X- und L-Punkt im Magnetfeld jeweils eigene Landau-Leitern
aus. So sind in Abb. 12.1 die ersten beiden Sprossen der vom L-Punkt stammen-
den Landau-Leiter ebenso zu sehen, wie die vom I'-Tal. Bei den X-Punkten sind
zwei Fille zu unterscheiden: Die beiden in [001]-Richtung liegenden Minima — im
Folgenden mit X bezeichnet — werden durch die Wahl der Einheitszelle auf den
[-Punkt gefaltet. Da ihre schwere, longitudinale Masse parallel zur z-Achse liegt,
ist die Dispersion in k,-Richtung gering. In den verbleibenden vier X-Punkten
(X1) hingegen liegt die leichte, transversale Masse in z-Richtung. Folglich ist
die Kriimmung der Parabeln gréfler. Durch die zahlreichen am I'-Punkt iiberein-
anderliegenden Landau-Leitern, wird das Spektrum fiir hohere Energien schnell
uniibersichtlich

Trdgt man wie in Abb. 12.2 die Energien der Leitungsbandminima am I'- und
Z-Punkt gegen das Magnetfeld auf, ergibt sich der Ubergang von der Niederfeld-
zur Hochfeldmagnetobandstruktur: Jedes Bandextremum bildet eigene Landau
Féacher aus. In Abb. 12.2 erkennt man die von den I'-, L- und X-Talern des
Volumen-Materials ausgehenden Landau-Fécher. Ist das Leitungsbandminimum
isotrop (I') oder die effektive Zyklotronmasse fiir alle Téler aus Symmetriegriinden
dquivalent, erhélt man fiir jede Spinorientierung genau eine Landau-Leiter. Letz-
teres trifft bei [001]-Feldrichtung z.B. auf das L-Tal zu: Trotz unterschiedlicher
Orientierungen sind die Zyklotronmassen aller L-Téler gleich. Die Zyklotronmasse
berechnet sich dabei aus den drei Hauptachsen-Massen des Ellipsoids m, ms, ms
durch die Beziehung

mymoins3
= 12.1
Me \/h%ml + himgy + hims’ ( )

wobei h; der Richtungskosinus des Magnetfeldes mit der i-ten Hauptachse ist.
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| Leitungsband GaAs, B =431 T, B || [001]
Zz
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Abbildung 12.1: Spektrum des Leitungsbandes von GaAs bei einem in [001]
orientierten Feld von 431 T als Funktion von k.. Die eingebettete Grafik zeigt die
urspriingliche fcc-BZ sowie die nadelformige magnetische Brillouin-Zone.

Im Allgemeinen hebt das Magnetfeld die Entartung der Hochsymmetriepunkte
auf. So haben die X|| und X -Téler unterschiedliche Zyklotronmassen und daher
eigene Landau-Facher, welche in Abb. 12.2 mit X, und X, gekennzeichnet sind.

Aufgrund der Nichtparabolizitdt der Extrema wachsen bei hoheren Feldstérken
die Landau-Energien nicht mehr linear mit B an. Am deutlichsten erkennt man
diese Abweichung von der Landau-Theorie bei den n = 0 Landau-Niveaus des
[-Tals in Abb. 12.2. Die Abweichung héngt von der Form der Nichtparabolizitét
und damit von der Qualitit des verwendeten Bandstruktur-Modells ab.

Die Anfangssteigung der Landau-Facher wird von der Zyklotronmasse festgelegt.
Hier bestimmt schon bei kleinen Feldern die Qualitdt der Bandstruktur signifikant
das Spektrum. Friihere Rechnungen [87] basierend auf einem sp®s*-Tight-Binding
Modell ohne Spin ergaben, dass bei 647 T das L/Z-Tal unter dem I'-Tal liegen
sollte, was aber nach Abb. 12.2 bei dem in dieser Arbeit verwendeten Modell nicht
der Fall ist. Prinzipiell ist aber eine Anndherung der Minima zu erwarten, da die
kleine effektive Masse am I'-Tal von GaAs mit m7 . ~ 0,067 mg zu einer weitaus
grofleren Nullpunkts-Energie

1 heB
EO = —hwc = 6—
2 2m*

C



12.1. Magnetobandstruktur von GaAs 127

.......

tor
to

°°°°
oof

E [eV]

—— I'-Punkt
oo Z-Punkt | 3

GaIAs Lelitung§bandl, B L001], ILeitur}gsbalndkanlten
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
BI[T]

Abbildung 12.2: GaAs Energie der Leitungsbandkanten (I'- und Z-Punkt)
von GaAs als Funktion des in [001]-Richtung orientierten Magnetfeldes. Die Be-
zeichnungen der Landau-Niveaus geben den zugehoérigen Symmetriepunkt, die
Quantenzahl des Landau-Niveaus und die (dominante) Spinorientierung an. Der
schraffierte Bereich wurde nicht berechnet.

fithren sollte als die rund doppelt so grofie Zyklotronmasse my Ljoo1] 0,1257myg
vom L-Tal. Tabelle 12.1 vergleicht die Hauptachsen-Massen in Einheiten von my
an den GaAs-Hochsymmetriepunkten dieser Arbeit mit denen in Ref. [87] und mit
experimentellen Daten. Zudem ist der energetische Abstand der Leitungsband-
Téler angegeben.

Anhand dieser Daten lassen sich die unterschiedlichen Vorhersagen erkléren: Zum
einen ist die energetische Separation zwischen I'- und L-Tal im Modell von Priester
et al. [76] mehr als einen Faktor zwei zu klein. Zum anderen liegt die L-Punkt-
Zyklotronmasse my £,[001] einen Faktor 7,6 iiber dem experimentellen Wert. Beide
Artefakte verringern den L—1I" Tal-Abstand bei endlichem Feld. Noch gravierender
sind die Abweichungen im X-Tal. Der hier verwendete Parametersatz [7] weicht
zwar auch teilweise von den Messungen ab. Man muss jedoch bedenken, dass
auch die experimentellen Angaben der X- und L-Tal Massen mit erheblichen

Unsicherheiten behaftet sind.
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Sy?iisle Wert Experiment T]jpgl)\gg)gkell TBS%;’,?@H
r m* 0,067 0,067 0,130
my 0,0754 0,117 0,766
L my 1,9 1,44 1,72
My 1, [oo1] 0,1257 0,188 0,96
my 0,23 0,237 38670
X m; 1,3 1,25 2,3
My, X [001] (0,23;0,547) (0,237;0,544) (38670;298)
Energie- Experiment TB Modell TB Modell
Aufspaltung spPd®s* spPs*
E;, — Er 0,331 eV 0,318 eV 0,141 eV
Ex — Er 0,461 eV 0,470 eV 0,480 eV

Tabelle 12.1: Longitudinale und transversale effektive Massen am I'-, L- und
X-Punkt, sowie die Zyklotronmasse fiir ein in [001]-Richtung anliegendes Mag-
netfeld aus Experimenten, einem sp®s*-TB Modell [76] und einem sp*d®s*-TB
Modell [7]. Die letzten beiden Zeilen geben die energetische Separation der Lei-
tungsbandtéler im Experiment sowie im jeweiligen Modell an.

12.1.2. Das Valenzband

Wesentlich komplexer als das Leitungsband erweist sich das Valenzband von GaAs.
Die Abbn. 12.3 und 12.4 zeigen die Eigenenergien als Funktion von k, bzw. B. Die
einzelnen Landau Ficher sind stark verzerrt und weisen zahlreiche Uberkreuzun-
gen auf, die durch das starke Mischen von leichten und schweren Lochzustinden
und Nichtparabolizitdtseffekten entstehen. Die Pseudopotenzialrechnungen von
Tan et al. [107] bis 40 T zeigen ein sehr dhnliches Verhalten und zudem eine sehr
diffizile Durchmischung von schweren und leichten Lochzusténden. Die Zuordnung
der einzelnen Bander zu den entsprechenden Landau-Niveaus im effektiven Mas-
sen Bild ist extrem schwierig. Die Ursache hierfiir ist die schon bei relativ kleinen
Feldern starke Koppelung der vier, bei k = 0 und B = 0 entarteten, Lochzusténde.

12.1.3. Einfluss der Magnetfeldrichtung

Wegen der Anisotropie der Bandminima sind auch die Eigenenergien eine Funktion
der Feldrichtung. Diese wurden im I'- und Z-Punkt des GaAs-Leitungsbandes fiir
die Feldrichtungen [001], [011] und [111] berechnet und in Abb. 12.5 dargestellt.
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Abbildung 12.3: Die Eigenenergien des oberen Valenzbandes von GaAs bei
431 T als Funktion von k.. Das Magnetfeld ist parallel zur [001]-Kristallachse
ausgerichtet.

Wie in Abb. 12.2 wird die Leitungsbandstruktur von den Landau-Féchern der
drei Minimas dominiert. Obwohl die Bandstruktur im I'-Punkt aufgrund der ku-
bischen Kristall-Symmetrie isotrop ist, sind oberhalb von etwa 300 T auch die vom
['-Tal ausgehenden Landau-Niveaus von der Feldrichtung abhéngig. Dies ldsst sich
durch die zunehmende Kontraktion der Wellenfunktion im Ortsraum und der da-
mit einhergehenden Verbreiterung der Zustédnde im k-Raum verstehen. Bei hohen
Feldern enthalten I'-Punkt Zustdnde im Feld verstirkt Komponenten, die weit
vom ['-Punkt der feldfreien BZ entfernt liegen. Erwidhnenswert ist zudem, dass
GaAs fiir alle Feldrichtungen direkt bleibt. Selbst fiir die [011]-Feldrichtung, bei
der die Zyklotronmasse des L-Tals maximal wird, kommen sich die entsprechen-
den Landau-Niveaus nahe und hybridisieren, aber iiberkreuzten sich nicht. Diese
Hybridisierung oberhalb von etwa 1000 T fiihrt zur Auflésung der urspriinglichen
Bandstruktur und bildet fiir hohere Felder ein fraktales Energiespektrum aus, das
in Kapitel 13 eingehend diskutiert wird.

12.1.4. Effektive Masse

Zyklotronresonanz-Experimente erlauben einen direkten Vergleich der berechne-
ten Bandstrukturen mit realen Systemen. Hierfiir wird eine diinne, schwach do-
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Abbildung 12.4: Eigenenergien des GaAs Valenzbandes am [-Punkt als
Funktion des in [001]-Richtung orientierten Magnetfeldes B im sp®d®s* Tight-
Binding Modell. Der grau schattierte Bereich wurde nicht berechnet.

tierte Probe in ein homogenes Magnetfeld gebracht. Trigt man die Transmission
eines auf die Probe gerichteten Laser-Pulses gegen das Magnetfeld auf, so deuten
Transmissionsminima auf Ubergéinge zwischen benachbarten Landau-Niveaus hin.
Im effektiven Massen-Modell steigt der Abstand der Niveaus linear mit dem Feld
an:

heB

%
2m

En+1 _En - hwc -

In Erweiterung dieses Modells kann die Abweichung aufgrund der Nichtparabo-
lizitdt formal in eine feldabhingige effektive Zyklotronmasse m? (B) absorbiert
werden. Die experimentellen und theoretischen effektiven Zyklotronmassen der
ersten Zyklotronresonanz (n = 0 — n = 1) sind in Abb. 12.6 fiir beide Spin-
orientierungen und fiir die Feldrichtungen [001] und [011] dargestellt. Sowohl die
Theorie als auch das Experiment liefern einen annéhernd linearen Anstieg von m}
mit B, was gleichbedeutend mit einer sublinearen Aufspaltung ist. Dieser Effekt
ist in [011]-Richtung stirker ausgepréigt ist als in der [001]-Richtung. Die syste-
matische Abweichung unterhalb von rund 150 T stammt von der in dem Modell
vernachléssigten Polaronresonanz.
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Abbildung 12.5: Energetische Lage der Leitungsbandminima am I'- und
Z-Punkt als Funktion des Magnetfeldes B. Das Feld wurde parallel zur [001]-
(durchgehende Linien), [011]- (gestrichelt) und [111]-Kristallrichtung (gepunktet)
angelegt. Fiir die Feldrichtung [011] ist zusitzlich das Ferminiveau (dicke gestri-
chelte Kurve) bei 300 K und einer Ladungstréigerdichte von n, = 1,5 x 107 cm 3
eingezeichnet.

12.1.5. Absorptionsspektren

Die optische Absorption v aus Gl. (10.36) ermdoglicht einen akkuraten Vergleich
von Theorie und Experiment. Die Absorption wird von dem Imaginérteil des Bre-
chungsindexes n bestimmt, der wiederum iiber die Gln. (10.36,10.35,10.34,11.8)
allein aus der die Suszeptibilitdt y berechnet werden kann. Berechnet man aber
den komplexen Brechungsindex mittels der in Kapitel 11 vorgestellten Methode,
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Abbildung 12.6: Berechnete Zyklotronresonanziibergéinge vom ersten in das
zweite Landau-Niveau im GaAs Leitungsband fiir in [001]- und [011]-Richtung ori-
entiertes Magnetfeld (schwarz bzw. grau). Gestrichelte (durchgezogene) Linien sind
die berechneten Resonanzmassen fiir den Spin hinauf (hinunter) auf Spin hinauf
(hinunter) Ubergang. Die entsprechenden Experimente sind mit Dreiecken, deren
Spitze die Spinausrichtung angibt, eingetragen [75]. Bei Feldern unterhalb von ca.
150 T treten Abweichungen aufgrund der in der Rechnung nicht beriicksichtigten
Polaronresonanz auf.

wird n, aufgrund der fehlenden Gitterbeitrage massiv unterschétzt. Da dieser Bei-
trag im untersuchten Energiebereich nahezu konstant ist, wurde zu ¢ eine feste
Korrektur addiert, so dass sich der experimentelle Nullfeldlimes ¢(w — 0) ~ 13,1
ergibt. Zur nummerischen Bestimmung von x wurde fiir jedes B eine k-Raum
Integration mit 32 Stiitzpunkten entlang der Z — [I' — Z-Symmetrie-Linie durch-
gefiihrt.

Die Absorption von linkszirkular polarisiertem Licht in Faraday Konfigurati-
on als Funktion des Magnetfeldes und der Photonenenergie ist in Abb. 12.7 mit
logarithmischer Skala fiir o dargestellt. Die feldabhéingige Fermi-Energie wurde
fir eine Ladungstriigerdichte von n, = 1,5 x 107¢cm=3 und einer Temperatur
von 300 K berechnet. Die im Energieraum relativ breit verschmierte, starke Ab-
sorption unterhalb von ca. 200 T stammt von der ersten Zyklotronresonanz. Bei
héheren Feldern und kleinerer Photonenenergie tritt zunehmend die Spin-Flip
Resonanz innerhalb des untersten Landau-Niveaus auf (vgl. Abb. 12.5). Deutlich
schwiécher erkennt man oberhalb von rund 800 T und bei kleinen Photonenener-
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Abbildung 12.7: Absorption linkszirkular polarisierten Lichts von n-dotierten
GaAs (n, = 1,5x 107 em~3) bei 300 K in Faraday Konfiguration. Das Magnetfeld
wurde entlang der [011]-Achse orientiert. Die Grofle der Punkte ist proportional
zum Logarithmus der Absorption In(a/ay).

gien die Ubergiinge innerhalb der vom T- und L-Punkt stammenden untersten
Landau-Bénder. Man beachte jedoch, dass bei diesen Feldstédrken die Zuordnung
zu Symmetriepunkten oder Landau-Niveaus bedeutungslos wird.

Im Experiment wurde die Transmission unpolarisierten Lichts von n-GaAs fiir
eine feste Photonenenergie als Funktion des Magnetfeldes bestimmt und auf den
Nullfeldwert normiert. Fiir einen Vergleich mit der Theorie eignet sich die Trans-
mission jedoch nicht, da sie die um mehrere Groflenordnungen schwankende Ab-
sorption stark verzerrt wiedergibt. Daher wurde die experimentell bestimmte, nor-
mierte Transmission unpolarisierten Lichts mittels G1. (10.39) in eine Absorption
umgerechnet!. Zu prozentual hohen Abweichungen in o kommt es hierbei, falls
die normierte Transmission nahe bei eins und somit an der Auflésungsgrenze der
Apparatur liegt.

Fiir einen moglichst realistischen Vergleich der effektiven Absorption unpolari-
siertem Lichts mit dem Experiment, wurde die Transmission von links- und rechts-

!Der Realteil des Brechungsindex ist im fraglichen Bereich nahezu konstant und zudem stets
deutlich grofler als der Imaginérteil. Durch Normierung auf die Nullfeldtransmission, fillt der
durch Reflexionen verlorengegangene Teil ndherungsweise heraus.
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Abbildung 12.8: Absorption unpolarisierter Laser-Strahlung mit Eppoton =
117 meV von n-dotiertem GaAs als Funktion des in [011]-Richtung orientierten
Magnetfeldes bei 290 K. Die Energie der unpolarisierten Photonen und die La-
dungstrigerdichte betrugen 117 meV bzw. n. ~ 1,5 x 1017cm 2. Die Rechnung ist
gestrichelt, die Messung (Puhlmann et al. [108].) mit einer durchgehenden Linie
eingezeichnet.

zirkular polarisierten Licht gemittelt, auf den feldfreien Wert normiert und mit
GL. (10.39) in eine Absorption zuriickgerechnet. Das Ergebnis fiir eine Photonen-
Energie von 117 meV ist in Abb. 12.8 gestrichelt dargestellt. Im Gegensatz zu
den in der Literatur iiblichen Modellen wurden hier keinerlei Anpassungen an
Magnetfeld-Daten vorgenommen, sondern allein von B = 0 Parametern ausge-
gangen. Auch die Temperatur und Ladungstrigerdichte entsprechen den experi-
mentellen Werten. Dennoch zeigt sich eine erstaunlich gute Ubereinstimmung iiber
den gesamten Feldbereich, die noch deutlich verbessert werden kann, wenn man
eine etwas niedrigere Ladungstrigerdichte und eine Erhohung der elektronischen
Temperatur mit der Feldstirke annimmt. Letzteres ist zudem nicht unphysika-
lisch, da die hohen Felder mit mehrstufigen Implosionen erzielt wurden und daher
die Induktion dem elektronischen System Energie zufiihrt. Die Theorie wie das
Experiment liefern bei ca. 50 bis 120 T eine breite Absorption durch die I'-Tal
Zyklotronresonanz. Von 200 T bis hinauf zu etwa 400 T absorbiert die Probe nur
schwach?. Ubereinstimmend zeigen Experiment und Theorie zwischen rund 450

2Die Oszillationen zwischen 300 und 400 T sind auf Fluktuationen in den Messdaten zurtick-
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und 550 T ein zweites, breites Absorptionsmaxima, das auf die schon in Abb. 12.7
erwahnte Spin-Flip-Resonanz innerhalb des ersten Landau-Niveaus zuriickgefiihrt
werden kann. Der bisher ungekliarte Ursprung des zweiten Absorptions-Maximums
ist damit eindeutig erklért.

12.1.6. Effektiver g-Faktor

Um die im Grenzfall kleiner Felder giiltige Gleichung

eB 1
E,s(B) =h— (n + —> + g upsB (12.2)

my 2
fiir die Energie des n-ten Landau-Niveaus mit Spin s auf endliche Felder zu er-
weitern, ist es nicht nur notwendig, eine von Magnetfeld B und Landau-Level n
abhéngige effektive Masse m; , (B) einzufiihren, sondern auch einen ebensolchen

g-Faktor ¢! (B) in den Nichtlinearitéiten absorbiert wurden. Dieser ist durch
Ent (B) — B, (B)
pupB

definiert. Im Niederfeldlimes miissen diese Groflen wieder mit den Stérungstheo-
retischen {ibereinstimmen:

g5 (B) == (12.3)

g :}E}Lno g, (B) VneN.

Abb. 12.9 zeigt den nummerisch aus Gl. (12.3) bestimmten effektiven g-Faktor
von in [001]-Richtung orientierten GaAs. In Ubereinstimmung mit Vorhersagen
der k- p Theorie [75] wéchst er mit steigendem Magnetfeld sublinear an und
wechselt dabei das Vorzeichen, d.h. die Spinpolarisierung der Landau-Niveaus
kehrt sich um. Da g stidrker mit dem Magnetfeld zunimmt als g, existiert ein
Magnetfeldbereich, in dem g5 < 0 < ¢, also in dem die jeweils untersten Zustdnde
der ersten beiden Landau-Niveaus unterschiedliche Spineinstellungen besitzen.

Wie aus Abb. 12.9 in der Extrapolation B — 0 ersichtlich ist, betragt der Null-
Feld g-Faktor in dem verwendeten sp*d®s*-Modell ca. -0,07, was mit der analytisch
aus dem Modell extrahierten Zahl (vgl. Abschnitt 11.6) -0,067 sehr gut iiberein-
stimmt, aber deutlich von dem experimentellen Wert [105] von -0,447 abweicht.
Diese Diskrepanz ist ein Artefakt des verwendeten Tight-Binding Parametersat-
zes. Das Modell ist aber in sich konsistent.

zufithren, da hier die Transmission im Rahmen der experimentellen Auflosbarkeit nahe eins
lag.
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Abbildung 12.9: Effektiver Lande g-Faktor als Funktion des in [001]-Richtung
orientierten Magnetfeldes fiir die Aufspaltung des ersten und des zweiten Landau-
Niveaus. Im Limes B — 0 gehen alle g;, — in Ubereinstimmung mit dem analyti-
schen Ergebnis aus Gl. (11.31) — gegen -0,07.

12.2. Elektronische Struktur von GaSb

Der zweite, eingehender diskutierte Halbleiter, GaSb, weist eine Besonderheit im
Leitungsband auf: Die energetische Separation zwischen dem tiefer liegenden I'-Tal
und dem L-Tal betrégt lediglich 86 meV. Zudem unterscheiden sich die effektiven
Massen von I'- und L-Tal stark. Auch der grofle g-Faktor von -7,68 am I'-Punkt,
welcher auf die kleine Bandliicke von Ey,, ~ 0,81 eV zuriickzufiihren ist, ldsst ein
interessantes Verhalten erwarten.

12.2.1. Leitungsbandkanten von GaSb

In Abb. 12.10 sind die Leitungsbandminima am I'- und Z-Punkt gegen das in [001]-
Richtung orientierte Magnetfeld aufgetragen. Wie im Falle von GaAs zeigen sich
auch hier drei, von den Leitungsbandtéalern ausgehende, Landau-Facher. Aufgrund
des hohen g-Faktors im I'-Punkt ist die Spinaufspaltung der vom I'-Tal ausgehen-
den Landau-Niveaus aber deutlich grofler als in GaAs. Die geringe energetische
Separation der untersten beiden Leitungsbandtiler in Verbindung mit den stark
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Abbildung 12.10: Eigenenergien am I'- und Z-Punkt (Quadrate bzw. Kreise)
des GaSb Leitungsbandes als Funktion des Magnetfeldes. Bei rund 130 T wechselt
die Bandkante vom I'- zum L-Punkt. Oberhalb von 130 T ist GaSb damit ein
indirekter Halbleiter.

unterschiedlichen effektiven Massen bewirkt, dass das n = 0 Landau-Niveau des ['-
Tals bei etwa 130 T das n = 0 Landau-Niveau des L-Tals kreuzt und GaSb bei 130
T indirekt wird. Ubersteigt das Magnetfeld 130 T, werden die Leitungselektronen
vom I'- in das L-Tal transferiert. Mittels optischer Transmissions-Korrelations-
Spektroskopie [109] wurde die Transferzeit auf weniger als 50 fs abgeschéitzt und ist
damit deutlich schneller als die zeitliche Variation des Magnetfeldes. Experimen-
tell duflerst sich dies in einem Auftreten einer neuen Zyklotronresonanz-Energie
und einem raschen ,,Ausbleichen* der I'-Resonanz. Dieser Effekt wurde von Ari-
moto et al. [110] experimentell bei rund 125 T beobachtet und kann somit als
weiterer Beleg fiir die Qualitéit des theoretischen Modells herangezogen werden.

Die Ubergangsenergien vom untersten Landau-Band (n = 0) in das nichsthohere
(n = 1) mit gleicher Spinpolarisierung ist in Figur 12.11 in Abhingigkeit des in
[001]-Richtung orientierten Magnetfeldes aufgetragen. Die berechnete, sublineare
Zunahme der Resonanzenergie mit dem Feld stimmt sehr gut mit den ebenfalls
in der Figur eingetragen experimentellen Absorptionsmaxima von Arimoto et al.
[110] iiberein. Der so dargestellte Zusammenhang kann auch in eine feldabhéingige
Zyklotronmasse umgerechnet werden.
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Abbildung 12.11: I'-Punkt Ubergangsenergien vom untersten Landau-Band
in das n = 1 Niveau gleichen Spins als Funktion des Magnetfelds. Letzteres ist par-
allel zur [001]-Richtung der GaSb-Probe orientiert. Die Punkte sind experimentell
bestimmte Absorptionsmaxima [110], wihrend die Linie mit einem sp*d®s*-TB
Modell berechnet wurde.



KAPITEL 13

ANWENDUNG: FRAKTALE
ENERGIESPEKTREN IN 2D UND 3D

13.1. Der Hofstadter-Schmetterling

13.1.1. Zweidimensionales Elektronengas

In seiner richtungweisenden Arbeit von 1976 untersuchte Hofstadter [16] das ma-
gnetische Energiespektrum eines zweidimensionalen quadratischen Gitters mit nur
einem s-Orbital pro Gitterplatz. Trotz des einfachen Modells erwies sich das Spek-
trum als duflerst komplex: Das im feldfreien Fall kosinusférmige Band

E(ky, k) = %Eo (2 + cos (kea) + cos (k,a)) (13.1)

spaltet sich bei B # 0 in Subbénder auf, deren Zahl und Dispersion stark und un-
stetig mit dem Fluss ® pro Einheitszelle schwankt. Wie Hofstadter weiter zeigen
konnte [16], ist das Spektrum — das gegen den Fluss aufgetragen an einen Schmet-
terling erinnert (Abb. 13.1) — wegen seiner rekursiven, selbstdhnlichen Struktur
ein Fraktal. In der Realitéit ist die Selbstdhnlichkeit auf wenige Hierarchiestufen
beschrinkt, da es keine perfekt ausgerichteten homogenen Magnetfelder gibt und
auch Kristalle aus thermodynamischen Griinden nie defektfrei sind. Experimen-
tell kann daher hochstens ein mehr oder minder verwaschenes Energiespektrum
beobachtet werden.

Der experimentelle Nachweis der Hofstadter-Struktur gelang kiirzlich Albrecht
et al. [111] durch Hall-Leitfihigkeits Messungen an einem schwach modulierten
zweidimensionalen Elektronengas. Die Hall-Leitfahigkeit nimmt innerhalb jeder
Liicke des Hofstadter-Schmetterlings ein ganzzahliges, konstantes Vielfaches von
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N e T Abbildung 13.1: Der so ge-
nannte Hofstadter-Schmetterling
ist das Energiespektrum eines
quadratischen Gitters mit je einem
s-Orbital pro Gitterplatz als Funk-
tion des magnetischen Flusses @
pro Einheitszelle. Oberhalb von
®y/2 bis Py pro Einheitszelle
wiederholt sich das Spektrum
gespiegelt danach periodisch mit
der Periode ®y.

, | .

0 1/2 1
Fluss pro Einheitszelle ®/®,
e?/h an, welches durch die Diophantine Gleichung gegeben ist. Durch Messen der
Hall-Leitféhigkeit o, in einem Antidot-Gitter fiir verschiedene Magnetfelder als
Funktion der Fermi-Energie konnten zumindest die beiden , Fliigel“ des Schmet-
terlings in Form von charakteristischen Sequenzen des quantisierten o, noch auf-
gelost werden. Fiir das Experiment wurde das Regime ®/®, > 1 gewihlt, welches
aufgrund der relativ groen Antidot-Gitterperiode (100 nm) schon unterhalb von
einem Tesla erreicht ist. Die Energieliicken in den Schmetterlingsfliigeln liegen im
sub-meV Bereich und sind daher fiir optische Messungen zu klein.

Wie das berechnete Absorptionsspektrum eines zweidimensionalen Elektronen-
gases (Hofstadter-Anordnung) in Faraday-Konfiguration zeigt (sieche Abb. 13.2),
ist der Hofstadter-Schmetterling im Prinzip spektroskopisch beobachtbar. Fiir die
Elektronenkonzentration und die thermische Energie wurden Werte angenommen
wie sie fiir Halbleiter typisch sind. Dieses einfache Modell untermauert also die
Vermutung, dass trotz optischer Auswahlregeln, der Verbreiterung von Zustinden
aufgrund endlicher Lebensdauern und der Aufweichung der Fermikante bei end-
lichen Temperaturen der Hofstadter-Schmetterling in Absorption erkennbar sein
sollte.

13.1.2. Dreidimensionales Elektronengas

Erweitert man das Hofstadter Modell auf ein kubisches Gitter mit wieder einem
s-Orbital pro Gitterplatz, schlielt sich das Energiespektrum fiir alle Feldstéirken
aufgrund der Dispersion der Bénder in Feldrichtung. Statt eines Schmetterlings
erhilt man zahlreiche, sich iiberlappende kosinusartige Binder, welche das Sy-
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Abbildung 13.2: Absorptionsspektrum eines zweidimensionalen Elektronen-
gases (Hofstadter-Schmetterling) in Faraday Konfiguration. Die thermische Ener-
gie wurde hierbei auf 1/1000 von Ep und die Ladungstréigerdichte auf ein Elektron
pro 1000 Gitterplitze gesetzt.

stem fiir jedes Feld ,metallisch® werden lassen. Wird aber das Gitter mit nur
wenigen Elektronen besetzt, kann man auf optischem Wege Spuren des Hofstadter-
Spektrums finden, wie Abb. 13.3 zeigt. In der Rechnung zu Abb. 13.3 kommt ein
Elektron auf 10* Gitterpliitze bei einer thermischen Energie von 1073Ey, wobei
Ey die Bandbreite im feldfreien Fall bezeichnet. Diese Kenngréfien entsprechen in
einem typischen Halbleiter! einer Ladungstrigerdichte von rund 2x10'® cm 3 und
einer Temperatur von rund 80 K. Wie Abb. 13.3 zeigt, dominiert fiir /Py < 0,1
deutlich der erlaubte Ubergang n = 0 — n = 1, withrend der einfach verbotene
Ubergang An = 3 bereits deutlich schwiicher ist. Mehrfach verbotene Ubergiinge,
wie z.B. An = 2, sind kaum noch zu erkennen. Ubersteigt ®/®; in diesem Modell
jedoch 0,15, I6sen sich die Landau-Niveaus zunehmend auf und entsprechend ver-
lieren auch die Auswahlregeln ihre Giiltigkeit. Oberhalb von 0,2 dominiert sogar
die Intra-Landauband-Resonanz.

Ausgehend von diesen einfachen Modellsystem mit nur einem s-Orbital pro Git-
terplatz kann geschlossen werden, dass das Hofstadter-Spektrum sowohl eines

!Das Referenzsystem ist ein GaAs-Kristall. Die Umrechnung der Temperatur erfolgte iiber
das Verhéltnis der effektiven Massen am I'-Punkt.
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Abbildung 13.3: Absorptionsspektrum in Faraday Konfiguration eines ein-
fach kubischen Gitters als Funktion des magnetischen Flusses ®/®, pro Einheits-
zelle. Das magnetische Feld wurde parallel zu einer Gitterachse ausgerichtet. Je
dunkler der Grauton desto grofler ist die Absorption linkszirkular polarisierten
Lichtes.

zwei- als auch eines dreidimensionalen Elektronengases in optischer Absorption
beobachtbar ist. Ob fraktale Energiespektren in realen Volumenmaterialien beob-
achtbar sind, ist Gegenstand des néchsten Abschnitts.

Denkbar sind aber auch dreidimensionale periodische Anordnungen von QQuan-
tenpunkten. Wird eine Schicht von Quantenpunkten iiberwachsen, fiihren Ver-
spannungen in der Deckschicht zu einer bevorzugten oder unterdriickten Nukleati-
on eines Quantenpunktes an der gleichen lateralen Position in der darauffolgenden
Schicht. Uber viele Perioden hinweg bildet sich auch eine laterale Korrelation der
Quantenpunkte aus, so dass ein dreidimensionales Quantenpunktgitter entsteht
[112]. Die beobachteten Gitterkonstanten liegen je nach Materialsystem zwischen
55 nm und 500 nm lateral und 5 nm bis 40 nm vertikal [113, 114]. Die zum Errei-
chen von ®/® ~ 1 notwendigen Magnetfelder sinken fiir diese Systeme auf Werte
von einigen zehn mT bis hin zu rund 75 Tesla. Eine optische Beobachtung frak-
taler Spektren sollte in diesen dreidimensionalen Ubergittern also moglich sein.
Die hohe Defektdichte gegenwirtiger Quantenpunktgitter kénnte jedoch den ex-
perimentellen Nachweis dreidimensionaler Schmetterlingsstrukturen erschweren.

Kristallgitter von Volumenhalbleiten weisen eine weitaus bessere Periodizitét
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auf. Jedoch stellt das Einbandmodell wie es in Abb. 13.3 verwendet wurde eine
drastische Vereinfachung der Situation dar. Bei hohen Feldern beginnen sich zahl-
reiche, nichtkosinusférmige Bénder miteinander zu mischen. Daher soll nun am
Beispiel von GaAs untersucht werden, ob sich Spuren eines fraktalen Spektrums
in einer realistischen Volumen-Bandstruktur finden lassen.

13.2. Fraktales Spektrum in GaAs Volumenmaterial

Als das Leitungsbandspektrum von GaAs in Abschnitt 12.1.3 diskutiert wurde,
fiel die Aufspaltung der einzelnen Landau-Niveaus oberhalb von rund 1000 T in
Abb. 12.5 auf. Um dieses anomale Verhalten eingehender zu untersuchen, soll
das Spektrum bis hinauf zu 4500 T berechnet werden. Nach der in Kapitel 7.1
durchgefiihrten Giiltigkeitsabschétzung sind die im Folgenden vorgestellten Spek-
tren sicherlich nur qualitativ korrekt. Besonderes Augenmerk gilt daher der Frage,
ob ein realer Volumenkristall ein fraktales Energiesprektrum zeigt, welche Effekte
qualitativ zu erwarten sind, und weniger der Berechnung exakter Bandstrukturen.

13.2.1. Eigenenergien am [-Punkt

Werden wie in Abb. 13.4 die I'-Punkt Eigenenergien eines GaAs Kristalls gegen
das Feld aufgetragen ergibt sich oberhalb von ca. 1000 T ein rascher Ubergang
vom Landau-Bild in ein zunehmend komplexeres Energiespektrum. So mischen ab
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1000 T die untersten Landau-Bénder des L- und I'-Tals und bilden zunéchst ein
verbreitertes Band. Ab einem Fluss von etwa %(I)O pro Elementarzelle, also rund
1500 T, 6ffnen sich in dem neugebildeten Band zunehmend Liicken, die aber meist
sensitiv von ® abhingen. Bemerkenswert ist vor allem die grofle, sich scherenartig
Offnende Liicke zwischen dem untersten, verbreiterten und den néchsthéheren,
schméleren Band.

13.2.2. Absorption

Das Fraktale I'-Spektrum aus Abb. 13.4 wird durch die Dispersion in Feldrichtung
iiberdeckt, so dass das Leitungsband im dargestellten Bereich kontinuierlich ist.
Analog zum letzten Abschnitt ldsst sich aber — bei geringer Ladungstrigerdichte
und moderater Temperatur — die fraktale Struktur in Absorption nachweisen.
Abb. 13.5 zeigt das Absoprtionsspektrum von n-GaAs als Funktion der Photo-
nenenergie Fpp und des Magnetfeldes B. Das fraktale Energiespektrum resultiert
in einer stark schwankenden Absorptionskonstante oberhalb von 2000 T. Diese
Vorhersagen sollten mit einem geeigneten Laser und den derzeitig erreichbaren
Feldern von rund 2800 T experimentell {iberpriifbar sein. Dies wiirde den ersten
experimentellen Nachweis des Hofstader-Schmetterlings auf optischem Wege und
in einem Volumenmaterial bedeuten.
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Teil I: Resonanter vertikaler Transport in Heterostrukturen

Im ersten Teil dieser Dissertation wird ein ballistisches Quantentransportmodell
entwickelt, welches erlaubt, auf Basis des semi-empirischen Tight-Binding Mo-
dells u. a. den kohérenten Transport durch Metall/Isolator-Heterostrukturen mit
realistischen Bandstrukturen zu beschreiben.

Konkret werden pseudomorph auf Si-(111) und Si-(001) gewachsene zwei- und
drei-Barrieren-Strukturen untersucht. Als Barriere dient der stark ionische Iso-
lator CaFy; als Topf- und Kontaktmaterial das Metall CoSiy. In Ubereinstim-
mung mit mehreren Experimenten folgt fiir drei-Barrieren Strukturen bereits bei
Raumtemperatur eine scharfe Resonanz bei 3,6 V aus dem Modell. Als Ursache
dieser iiberraschend ausgepréigten Struktur konnte eine neuartige Doppelresonanz
zweier Co-d-Zustdnde in beiden Quantentépfen ausgemacht werden. Die Theorie
sagt aufgrund der starken Lokalisierung dieser Co-d-Zusténde erstaunlicherweise
eine hohe Unabhéngigkeit der Resonanzposition von der Topfdicke vorher. Die
Barrierendicke geht hingegen sensitiv in die Ul-Charakteristik ein. Diese nur 8
Nanometer hohen Strukturen sind daher exzellente Kandidaten fiir ultra-schnelle
Quantenbauelemente.

Der gleiche Streuformalismus erlaubt auch die theoretische Beschreibung von
ballistischen-Elektron-Emissions-Experimenten (BEEM). Hierbei wurde mittels
einer unter der Au-Basis vergrabenen Tunneldiode die Verteilung der von der
Au/GaAs-Grenzfliche her einfallenden Elektronen untersucht. Fiir oberflichen-
nahe Tunnelstrukturen wurde experimentell ein Abflachen des bekannt linearen
Anstiegs des BEEM-Stromes mit der Tunnelspannung beobachtet. Diese charakte-
ristische Abweichung konnte durch Fokussierungseffekte im kj-Raum erklért wer-
den. Letztere lassen sich auf Storstellenzustéinde an der durchmischten Au/GaAs-
Grenzflache zuriickfiihren.
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Teil II: Megagaufl Magnetfelder in Halbleitern

Im zweiten Teil wird eine Theorie der elektronischen und optischen Eigenschaften
von Festkorpern in hohen Magnetfeldern entwickelt.

Das Magnetfeld wird iiber die Peierls-Phase in das Tight-Binding Modell in-
tegriert. Die Giiltigkeit dieser Kostruktion fiir allgemeine Kristallgitter wurde
gezeigt und die Fehler auf einige meV unterhalb 1000 T abgeschitzt. Da die
Translations-Operatoren im Magnetfeld i. A. nicht mehr kommutieren, miissen
fiir atomistische Rechnungen die deutlich grofleren, magnetischen Einheitszellen
eingesetzt werden. Zur nummerischen Handhabung der resultierenden riesigen
Matrizen wurden Verfahren entwickelt und Symmetrieoperationen des Zinkblen-
dekristalls im Magnetfeld abgeleitet. Mit diesen Techniken gelang es erstmals,
magnetische Bandstrukturen {iber einen weiten Feldbereich zuverldssig zu berech-
nen.

Da mit neueren experimentellen Methoden kurzzeitig bis zu 2800 T erreicht wer-
den konnen, ist eine Theorie zur Erkldrung der resultierenden Daten von groflem
Interesse. Die einhergehenden hohen Induktionsspannungen erzwingen optische
Messungen. Ausgehend von der Kubo-Formel wurde daher die transversale, di-
elektrische Funktion im Tight-Binding Modell abgeleitet. Die Besonderheit ist
hierbei, dass das ungestorte System der Kristall im Magnetfeld ist und nur der
Laserpuls als externe Storung betrachtet wird. Im Niederfeldlimes stehen die Er-
gebnisse im Einklang mit denen der k - p-Theorie.

Die Magnetobandstrukturen von Halbleitern zeigen von jedem Bandextremum
ausgehende Landau-Fécher, die fiir hohe Felder zu hybridisieren beginnen. Bis
hinauf zu einigen hundert Tesla stimmen die theoretischen und experimentellen
Resultate fiir Absorption und Zyklotronresonanz quantitativ, dariiberhinaus noch
qualitativ {iberein. GaSb wird z.B. bei rund 130 T indirekt, was experimentell
bestétigt werden konnte.

Erstmals wurde anhand von GaAs gezeigt, dass Spektren von Festkorpern bei
hohen Feldern einem Fraktal dhnlich werden. Des Weiteren wird vorhergesagt,
dass das von 2D Systemen her bekannte fraktale Energiespektrum (Hofstadter-
Schmetterling) in zwei und drei Dimensionen in Absorption sichtbar ist.



ANHANG A
FREIE ELEKTRONEN IM MAGNETFELD

In diesem Anhang wird der wichtige Grenzfall quasi-freier Elektronen behandelt
[116]. Diese Néherung ist dann giiltig, wenn die magnetische Léinge [. grof} ge-
geniiber der Gitterkonstanten ist (kleine Felder) und die Elektronen sich in der
Néihe eines parabolischen Potenzialextremums befinden. Das periodische Kristall-
potenzial kann dann in die effektive Masse m und den effektiven g-Faktor ab-
sorbiert werden. Letzterer wird hier gleich Null gesetzt, da er lediglich zu einer
konstanten Energieverschiebung fiihrt. Nicht gitterperiodische Potenzialbeitréige
z.B. durch Defekte sollen klein gegeniiber den Landau-Energien sein, so dass von
einem effektiv konstanten Potenzial ausgegangen werden kann. Der Hamiltonope-
rator lautet in diesem Grenzfall dann:

1
H=_— A)? Al
(p+ eA) (A1)
fiir das Vektorpotenzial A werden explizit die symmetrische (A = —1r x B) und

asymmetrische (A = (0,2B,0)) Eichung. Das Magnetfeld B liegt parallel zur
2-Achse. Eingesetzt in den Hamiltonoperator ergibt sich:

Rl o y\ (.0 x\°
bzw.
| o o z\® &

in asymmetrischer Eichung. Dabei wurde die sog. magnetische Lénge > =h/eB
substituiert. Im Falle symmetrischer Eichung empfiehlt sich der Ubergang zu ra-
dialsymmetrischen Koordinaten p := (/22 + 92 und ¢. Wird zudem die radiale
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Lénge in magnetische Einheiten umskaliert (r := [.p), ergibt sich:

hiw 1 1i?9*
H=—"|-V?+-p*+L,| — A4
2 [ Vot i Z] 2moz? (A.4)
wobel w, = % die Zyklotronfrequenz und L, = —i% bis auf einen Faktor A der

Drehimpulsoperator in z-Richtung ist. Hier empfiehlt sich der Ubergang zu den
komplexen Koordinaten [115]:

1

a= g (@ —iy)

0 0
=i (5 -i%)

Mit diesen kénnen die Inter-Landau-Band Erzeugungs- und Vernichtungs-Opera-
toren

a+0

atp t _ af4pt
o= "7 und a' = 7

und Intra-Landau-Band Operatoren

_ at-pt _ap
b—o‘ﬁ und bT—O‘W

elegant definiert werden. Beide Operatoren erfiillen bosonische Kommutationsre-
geln:

[a, aT] = [b, bT] =1
[a,a] = [a',a'] =0
[b,0] = [b',b'] =0

Mit diesen Operatoren vereinfachen sich der Hamiltonoperator und Drehimpuls-
operator erheblich:

1 h20?

H = hw, —_—

( vat 2) 2moz?

L,=a'a—0bb
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Wihrend die Zustinde durch die Quantenzahlen n = afa , m = b'b und &,
charakterisiert sind, hingt die Eigenenergie lediglich von n und k, ab:

1 h2 k2
E = — z
w(ky) = hw, (n+ 2) + 5

Der Drehimpuls in z-Richtung ist proportional zur Differenz von n und m:

L, |n,m,k,) =h(n—m) |n,m,k,)

Die Eigenfunktionen kénnen wie beim harmonischen Oszillator durch wiederhol-
tes Anwenden der Erzeugungs-Operatoren auf den Grundzustand |0,0, k,) erhal-
ten werden:

(ah)" ("™

0,0, )

|7’l, m, kz> -

Der Grundzustand ist in radialer Richtung einfach eine Gauflverteilung und eine
ebene Welle in z-Richtung:

2 .2
(r|0,0,k,) = Ty +ikzz>

1
\/ 27TlgL3 P ( 452

Mit L3 wurde die Ausdehnung des Systems in z-Richtung bezeichnet. Im Orts-
raum lésst sich der allgemeine Zustand in radialsymmetrischer Landau Eichung
schreiben:

(r|n,m, k,) = ce™=7e™? _P " e_%ﬂm' p_2
y 1oy vz ) — \/ilc n—(m+|m)/2 2lz

c::\/ 1 [n—1(m+|m])]!

Aml2L3 [n— L (m — |m|)]!

In asymmetrischer Eichung vereinfacht sich das Resultat zu:

<r|n; ky, l{fz> = 1 eikzz ikyye_%(w7cwo)2Hn (.’IT o .’170)
VvVl Lz Ly2mn! 2

Mit L§ (x) bzw. H,, (x) wurde dabei das zugeordnete Laguerre-Polynom bzw. das
n-te Hermite-Polynom bezeichnet.
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Vergleicht man die beiden Ergebnisse so féllt zunéichst auf, dass die Losung fiir die
symmetrische Eichung sowohl in x- als auch in y-Richtung lokalisiert ist, widhrend
man bei asymmetrischer Eichung nur eine Lokalisierung in z-Richtung erhilt.
In y-Richtung verhélt sich die Losung wie eine ebene Welle. Dieser Unterschied
hat jedoch physikalisch keine Bedeutung: Mit der Eichung legt man implizit die
Lie-Algebra der Translations-Operatoren fest und wihlt damit auch eine spezielle
Darstellung. Die daraus resultierenden Wellenfunktionen sind nur verschiedene
Linearkombinationen im entarteten Unterraum der m bzw. k,. Beide Losungen
lassen sich durch Linearkombination im Unterraum sowie umeichen ineinander
iiberfiihren. Obwohl die symmetrische Losung intuitiver erscheinen mag, wurde
in dieser Arbeit (fast) ausschlieBlich mit der asymmetrischen gearbeitet, da sie
leichter handhabbar ist.



ANHANG B
BAHN-KOMPONENTE DES STROMRESPONSES

Die Berechnung der Bahnkomponente des Stromdichteresponses aus Abschnitt
10.2 ist Gegenstand dieses Anhangs. Ausgangspunkt ist hierbei die Ableitung
der Hopping-Matrixelemente ¢4 /s im externen Vektorpotenzial A+JA nach 6A
(vel. GL (10.17)):

dtla I'a’ 0 7€ , eiq’-Rz _ iq"Rp

- = t . 1—-=(R—R) - SA

A (—q) foulla < p (Be—Ror) Z ()7 (R; — Ry)
e e —iq-R; __ e*lq RI’

“n qa (R, —Ryp)

(R; —Ry) + 0 (0A?).

Hier bezeichnet t(}ayl,a, das Tight-Binding Matrixelement im Magnetfeld. Dieser
Ausdruck wird in die Bahnkomponente des Stromdichte-Operators substituiert

1./ dt oyl
+(B) .1 ! —ik-Ry+iKk"-R;/ la,l'a
(nk [ (@) n'K') = I; w () e A (— )

Da die hierbei auftretenden Gleichungen etwas ldnglich werden, soll der von dA
unabhéngige Term (°(B’1)) und der zu §A proportionale (j i )) separat betrachtet

n,n’ n,n’

werden. Fiir den ersten Term erhilt man den Ausdruck:

—e
o (6K, @) = Zc:za () Cr (K (B.1)
RI_RI’ - Ry ik iRk —q)-
trotar ( i(k+q)-Rr+ik' R, _ _—ik-R;+i(k'—q) R,,>
X Z Ia,l'a RI —RI/) e (&
I
(B.2)
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R[—T/\/
q-(Rr—7y)

—€

ANV

Z Cla (k) Crrar (kl) tL a0

La,a!

x (e—z’<k+k'+q>-<m—n/>/z _ e—i(k-*-k'—Q)'(RI—TA/)/Z)

« i —k=a)(TA+T \)/2 Z iK' ~k—q) R/ /2 (B.3)
L1
__¢ Z Cl (k) Cpo (K) 1, ,M(gk,_k_ K
WV (2 e ) v B ey gy eima
% KATA+T ) (e—i(k’—K)-(RI—T/\/) _ e—i(k-&-K)-(RI—T/\/)) ‘ (B.4)

Im zweiten Schritt wurden die beiden Gittersummen zu den Summen- bzw. Dif-
ferenzwerten der vorherigen kombiniert. Wie Gl. (10.12) ist auch obiger Term
kristallimpulserhaltend. Die herkémmliche Definition des Tight-Binding Impuls-
Matrixelements wird auf nichtsenkrechte Ubergéinge erweitert und man definiert:

m .
mwwkyﬂy:ﬁ-§:<1a¢x%wmquw@¢k%maKﬁﬁfw (B.5)
K,L,a,o/
1— efiq(RIf’T/\/)

% T)\/ _ R[ 6i(k+K)~(T>\/7R[)
( ) PR —

Mit analogen Umformungen kann der zu dA proportionale Term der Strom-
dichte vereinfacht werden. Um die Linge der Gleichungen in Grenzen zu halten
wird angenommen, dass monochromatisches Licht einfillt, d.h. beide Photonen
des Zweiphotonprozesses die gleiche Wellenzahl besitzen. Da das elektrische Feld
eine reelle Grofle ist, muss neben 0 A (—q) aber auch der entgegengesetzte Wellen-
vektor 0A (q) mit gleicher Amplitude vorkommen. Die Summe wird also auf zwei
Summanden eingeschréinkt

i (kX q)
2

€ !
Z CTTLOc (k) Cn’a’ (k ) tla,l’a’ (RI_RI’)

TR2NV
Ia, '/
% dA(q)- (RI—RI')e—ik-RI—I—ik’-RI/
[q- (Ri—Rp))?

X (2 o eiq-(RI—RI/) o e—iq-(RI—Rﬂ) o e—i?q-RI o e—i?q-RI/ 4 2€—iq-(RI+RI/))
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e’ Z 6A(—q) - (Ri— 1)
= CT k Cn’o/ k’ t aa’
hQNV no ( ) ( ) L, [q (R[ o T,\/)]Z

L,a,o!
X (R[ — T/\I) €
% Z [ )Ry /2 (2 e (Rr=Ty) _ e_iq'(RI_TA’))

—i(k—k'+2q) Ry /2 ,iq- Ry ~i2q-T

—i(k+k') R /2 =ik T y+ik!-T

_ o ilk—k'+2q)Rp//2 ~iqRp~iq Ty _

I 267i(k7k’+2q)-RL//267iq~(7'/\+7')\/)i|

/ 6A(—q) - (Rp—Tx)
h2v Z n’a’ (k) tr, aa! [q (RI _ T/\,)]Z (R[ — T/\/)

L,a,o/

X [O2sin® [q- (R — 7x) /2] e ®1=T) Z Ok—k'+2q,2K

% (efik’~RL/2efi(k+2q)-7',\+ik’~7'/\/ n efzk~RL/2€fzk~T/\+z(k’72q)~7'/\/
B 267i(k’7q)-RLefi(k+q)~TA+i(k’fq)~T/\/)i|

Dieser Ausdruck kann durch die Definition eines mit der kinetischen Energie zu-
sammenhéngenden Tensors
2m (Ri—7my)® R —7y)
Tn,n’ (ka kl; q) = C:Log (k) CTL'CK' (kl) tL,oco/
Ly 2 [ (R — 7))’

aa! L

X [O2sin®[q- (R —7y) /2] e kAR =T y)

o —ik-T \+ik'- T, —ik/-Rp/2—i2q-T
6k7k’+2q,2K€ €

K
Lo kRL/2-i2aTy 267i(k’7q)-RL7iq~(TA+T’A))i| (B.6)

iibersichtlicher dargestellt werden. Im Limes q — 0 geht dieser in die Form

R - / R — /
lim T, (k, k', q) == l1m N (k) tLW( 1—7x)® Ry e )
a0 a0 [ (R — 7))

aa L

X i 2sin’ [q - (Rp — 7y) /2] e R=T)

h2 5k k’vk”vk” < k” |H| nk”> |k”:k

iiber, die sich mit der entsprechenden Definition in Ref. [87] deckt.



ANHANG C
STROMDICHTE UND LADUNGSERHALTUNG

Fiir den allgemeinen Hamiltonoperator im Magnetfeld mit Spin-Bahn Koppelung

2

II
H=-— tep+pupo-Vx At 56.Vp xII (C.1)
2m 2mc?
A2
:M+e¢+uBU-VXA— e o-Vox(p+eA)
2m 2mc?

soll gezeigt werden, dass der Stromdichte-Operator definiert werden kann als:
. —€ . KB
ji=oo (n ) (e + L) (x| + i o X IL o) (x] = Sor ws) (C.2)

Da der Operator per Konstruktion hermitesch ist, bleibt zu zeigen, dass er die
Kontinuitétsgleichung erfiillt, d.h. dass V - (j) + (p) = 0. Der Erwartungswert der
Stromdichte (¢ |j| ) = (j) ergibt sich mit der abkiirzenden Schreibweise 1) :=

(r), ot = (rle)” zu:

—€

() =5, (@ [L]x) (rf[t) + (@ [r) {r[LL]4)

+i (o x TIx) (£9) =i (Vi) (xlor x 1) = 25 (o x Vo] )

= (0 (-PeA) ¥ + 0" (pteA)

i x (~preA) ¥’ — it x (preA) v — Hlyto x Vou)
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Die Divergenz der Stromdichte lautet damit:

V() = [(p¥) - (~p+eA) U + Up - (—p+eA) v
+ (pY") - (p+eA) Y +¢'p - (p+eA) ¢
+i(pY) o X (—p+eA) Y +ip - o X eAY*
—i(p*) - o x (p+eA) Y — i - o X cAY
BB (py*) o x Vou — Eyra x V- py
C C
——— [Up - (—p+eA) ¥ + 47D (PHeA) ¥+ A - pYy’
—i(pY) - o x pY* +ie(pyY) o x AY* —iepo” - (p x A) Y*
+iepo™ X A -pyY* —i(pyY*) - o x py —ie(pyY’)-o x Ay
+iey o (p X A)p —ie o x A - pt
~B v o x Vou — Euto x Vo pu
:ih;m [—) (—p+eA)? " + heA - (—p+eA) y” + " (p+reA)’
—p*eA - (pt+eA) ) + eA - pyYip*
~E (pv) -0 x Vou - Elyro x Vo - py
€

= (=l + T = B (pu) - x Vou — Buto x Vo - pu)

Die Spin-Komponente (zweiter Summand) des Stromdichte-Operators in Gl. (C.2)

ist im vorletzten Schritt herausgefallen. Um diesen Ausdruck weiter zu vereinfa-
chen soll die Schrédinger-Gleichung

HZ
et upo-VxA—LP 5. Ve x I p=ihd
2m 2mc?

*2
Feh+ pupot -V xA— PP _gx .V x IT* | *=—ilidh
2m 2mc?



156 Kapitel C. Stromdichte und Ladungserhaltung

HZ

in obigen Ausdruck in der Form 5~ = --- substituiert werden:
. _E _ . _ _ * . IU’B >k. k *
V() == [ " ( i, = ¢6— o -V x At 0"V x 11 ) "
o <ih8t—e¢—,uBa-V><A+ PE 5. v x H)w
2mc?
__PsB ) _ BB .
2 (pUY) - o X Vou — St x V6 pu
_° [matw* B o v x Y o Ve x TIY
ih 2mc? 2mc?
kB *y _ _HB )
S (pU) - o x Vou — S0t x Vo py
=edpip*.

Zusammen mit der Definition des Ladungsdichte-Operators
p:=—elr)(r|
folgt die aus der Elektrodynamik bekannte Ladungs-Erhaltung:
V) +0:(p)=0

Damit kann Gleichung (C.2) als die korrekt erweiterte Definition des Stromdichte-
Operators von einem System mit Spin-Bahn-Koppelung und externem Magnetfeld
angesehen werden.



ANHANG D

NOMENKLATUR
Symbol Bedeutung
e = |e Betrag der Elektronenladung
m Freie Elektronenmasse
c Lichtgeschwindigkeit
P Magnetischer Fluss durch Plaquette
Py = % Elementares Flussquant
k,q Vektoren im reziproken Raum
J Stromdichte
A Vektorpotenzial
J Strom-Strom-Korrelationsfunktion
Tur Magnetischer Translations-Operator um R
TR Feldfreier Translations-Operator
I[I:=p+eA Kanonischer Impuls im Magnetfeld

[I.:=1l+erxB

T

F(K) = [, L5 e ™ f (x)

() = g € f (K)
fla)= [ & emian f )

fX) = Sy £ (a)
Zq et =V (r)
fv d*retar = Vig,o
321 €0 = Neigy
Ky
a®b

Erhaltungsgrofie fiir freie Elektronen im Magnet-
feld

Magnetische Linge

Basisvektor des Basisatoms A

Fourier Transformation einer gitterperiodischen
Funktion

entsprechende Riicktransformation

Fourier Transformation einer nichtperiodischen
Funktion. (Normiert auf den Kristall V' = NVj)
entsprechende Riicktransformation

zugehorige d-Funktion

zugehorige d-Funktion

Gittersumme

Operator der komplexen Konjugation
Dyadisches Produkt, d-h. (a ® b),; := (a), (b);
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